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Stereometrie. 


I. Capitel. 


Gerade Linien und Ebenen im Raume. 


Erſter Abſchnitt. 
Die gerade Linie im Raume. 


1. Erklärung. Die in der Einleitung zum erſten Theile dieſes 
Lehrbuches Nr. 9 ausgeſprochene Grundeigenſchaft der Ebene, daß ſie nämlich 
jede gerade Linie, die irgend zwei Punkte derſelben verbindet, ganz in ſich 
enthalte, gibt den Stoff zu einer genetiſchen Erklärung der Ebene im 
Raume. Sie iſt folgende: 


Bewegt ſich eine gerade Linie längs einer andern Geraden von un⸗ 
veränderlicher Lage ſo, daß ſie dabei ſtets durch einen und denſelben außer 
ihr liegenden Punkt des Raumes geht, jo iſt die von ihr beſchriebeue Fläche 
eine Ebene. 


Um die Gültigkeit dieſer Erklärung darzuthun, iſt nur nachzuweiſen, daß 
jede gerade Linie, die irgend zwei Punkte der fo beſchriebenen Fläche ver: 
bindet, ganz in ihr enthalten iſt. Geſetzt, die Linie wäre es nicht, ſo müßte 
ſie entweder ganz oder wenigſtens zum Theile auf einer Seite der Fläche 
allein liegen. Da aber in der Entſtehungsweiſe der letzteren nichts liegt, was 
eine Verſchiedenheit ihrer beiden Seiten begründen könnte, ſo müßte, wenn 
die gerade Linie, welche zwei Punkte der erzeugten Fläche verbindet, auf eine 
Seite derſelben fiele, eine zweite gerade Linie zwiſchen denſelben Punkten 
möglich ſein, welche auf der andern Seite läge. Zwiſchen zwei Punkten iſt 
aber nur eine gerade Linie möglich; daher kann auch eine gerade Linie, die 
zwei Punkte der beſchriebenen Fläche verbindet, nicht außerhalb derſelben liegen. 
Fläche beſitzt alſo die Grundeigenſchaft der Ebene, iſt ſomit eine Ebene. 
Heis u. Eſchweiler. II. 1 
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2. Satz. Durch drei nicht in gerader Linie liegende Punkte im 
Raume iſt nur eine Ebene möglich; oder: drei Punkte des Raumes, die 
nicht in gerader Linie liegen, beſtimmen in demſelben die Lage einer 
Ebene. 


Beweis. Zieht man durch je zwei der Punkte gerade Linien, hierauf 
durch beliebige Punkte je zweier dieſer Linien neue gerade Linien, ſo fallen 
alle dieſe Geraden, wie ſich aus 1. ſchließen läßt, in eine Fläche, deren 
Punkte alſo jenen geraden Linien angehören und die als ſolche eine beſtimmte 
Lage im Raume haben müſſen, da zwei Punkte hinreichen, die Lage einer 
durch ſie gehenden Geraden zu beſtimmen. Es iſt deßhalb auch die Lage der 
ganzen Ebene beſtimmt, ſobald drei Punkte derſelben gegeben ſind. 

Dasſelbe erhellt auch, wenn man zwei der drei Punkte durch eine gerade 
Linie verbindet und ſich hierauf eine Ebene vorſtellt, welche dieſe gerade Linie 
in ſich enthält. Geht dieſe Ebene nicht zugleich durch den dritten Punkt, fo 
läßt ſie ſich doch um jene gerade Linie, wie um eine Achſe, ſo lange drehen, 
bis der dritte Punkt in ſie zu liegen kommt. Dann kann ſie ſich aber nicht 
weiter drehen, ohne dieſen Punkt zu verlaſſen. Ihre Lage im Raume iſt 
alſo, wenn ſie durch drei feſte Punkte desſelben gehen ſoll, unveränderlich, 
mithin durch jene Punkte beſtimmt. 

Zuſatz 1. Eine Gerade und ein Punkt außer ihr beſtimmen die Lage 
einer Ebene im Raume; auch können zwei Parallelen nur in einer 
Ebene liegen. 


Zuſatz 2. Durch einen Punkt im Raume kann daher nur eine gerade 
Linie gehen, die einer gegebenen Geraden parallel iſt, oder es kann nur 
eine Parallele zu einer gegebenen Geraden gezogen werden. 

Die Gründe für die Richtigkeit der Zuſätze ſind leicht einzuſehen. 

Zuſatz 3. Zwei beliebige ſich nicht durchſchneidende gerade Linien, eben 
ſo vier beliebige Punkte, brauchen nicht in einer Ebene zu liegen. 


3. Satz. Eine gerade Linie, die in einer Ebene nicht enthalten iſt, 
kann dieſelbe in nicht mehr als einem Punkte treffen. 


Beweis. Denn träfe dieſelbe die Ebene noch in einem zweiten Punkte, 


ſo müßte ſie nach der Grundeigenſchaft der Ebene ganz in der Ebene ent⸗ 
halten ſein. 


4. Satz. Parallelen, welche eine gerade Linie treffen, liegen unter 
ſich und mit dieſer Geraden in einer Ebene. * 
5 2 * 


22 


5 und EA; et 2 in Welten fi 
eine Gerade AB treffen, C, b und E. Da 


die durch AB und eine dieſer Parallelen, 8 
z. B. durch CG, beſtimmte Ebene die Punkte N f 
D und E enthält, ſo enthält dieſelbe Ebene f 8 
auch DH und EA, welche daher mit AB 2 
und CG in einer Ebene liegen. | ; 
Zuſatz. Es wird eine Ebene auch / / 
durch eine gerade Linie beſchrieben, wenn 5 1 J 
dieſe ſich längs einer andern feſt liegenden geraden Linie ſo bewegt, daß ſie 
dabei ſtets einer und derſelben Linie parallel bleibt. . 
5. Satz. Der Durchſchnitt zweier Ebenen iſt eine gerade Linie. f 
Beweis. Wäre dieſes nicht, ſo müßte es wenigſtens drei Punkte in 28 
| dieſer Durchſchnittslinie geben, die nicht in gerader Linie liegen; dann könn: ® 
. ten aber nach 2. nicht zwei verſchiedene Ebenen durch dieſe drei Punkte gehen. 


Oder: Denkt man ſich irgend zwei gemeinſchaftliche Punkte jener Ebenen durch 
eine Gerade verbunden, jo fällt dieſe Gerade mit allen ihren Punkten ſowohl 

in die eine Ebene, als in die andere, iſt ſomit die Durchſchnittslinie 
jener Ebenen. 


6. Satz. Begegnen einander drei Ebenen zu je zwei und zwei, ſo 
treffen ihre Durchſchnittslinien entweder a) in einem Punkte zuſammen, 
oder ſie ſind b) alle drei parallel. 


s AB jei die Durchſchnittslinie der beiden Ebenen ABDC und ABGE, 

a GE die der Ebenen ABGE und EGDC, CD die der Ebenen ABDC und 
EGDC. Es wird behauptet, daß dieſe drei Durchſchnittslinſen BA, GE und DC 
entweder in einem Punkte Fig. 2. 

0 (Fig. 2) zuſammentreffen, 
oober alle drei einander pa: 
rallel find (Fig. 3). 

Beweis. Es mögen 
a) BA und DC einander 
in 0 (Fig. 2) treffen. Die: 
ſer Punkt 0 gehört alsdann 
erſtens den Ebenen 45D 
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und CEGD, zweitens den Ebenen ACDB und AEGB an; ſomit gehört er 
auch den beiden Ebenen AEGB und CEGD gemeinſchaftlich an, folglich liegt 
O im Durchſchnitte GE dieſer beiden Ebenen. Die drei Linien BA, GE und 
DC treffen ſomit in dem Punkte 0 zuſammen. 

Fig. 3. Aus a) ergibt ſich unmittelbar 
4 4 b) daß, wenn zwei der Durchſchnitts⸗ 
linien AB und CD (Fig. 3) einan⸗ 


E 5 6 der parallel find, auch die dritte EG 
? i ? denſelben parallel fein muß. Denn 
D wäre fie nicht parallel u. ſ. w. 
Zuſatz. Sind daher zwei gerade Linien einander parallel, jo iſt auch 


die Durchſchnittslinie irgend zweier durch ſie gehenden Ebenen ihnen 
parallel. 


7. Satz. Sind zwei gerade Linien einer dritten parallel, ſo ſind ſie 
auch unter ſich parallel (Vergl. Planim. I. 22). 


Beweis. Es ſei AB || CD und 
CD || EG. 

Um zu beweiſen, daß 48 EG fei, 
denke man ſich eine Ebene gelegt 
a) durch AB und CD, b) durch CD 
und EG, c) durch AB und einen 
beliebigen Punkt E der Linie EG, und 
zeige mit Hülfe des vorhergehenden Satzes, daß die Durchſchnittslinie 
der beiden unter b) und c) genannten Ebenen mit der Linie EG in ein 
und dieſelbe Linie zuſammenfalle woraus ſich alsdann leicht die Richtig⸗ 
keit der obigen Behauptung ergibt. 


8. Satz. Sind die Schenkel eines Winkels den Schenkeln eines 
andern Winkels parallel, ſo ſind die Winkel entweder gleich, oder betragen 
zuſammen zwei Rechte (Vergl. Planim. I. 23). 


Beweis. Es ſei (Fig. 5) 48 DE, 40 DG. Um zu beweiſen, daß 
X BAC = EDG ſei, nehme man auf AB und DE die gleichen Stücke 
AH und DJ und auf 40 und DG die gleichen Stücke AK und DL, ziehe 
die Linien HJ und KL, ſowie HK und JL. Mit Hülfe des Satzes der Plani⸗ 
metrie II. 34 und des 7. Lehrſatzes läßt ſich zeigen, daß KL gleich und parallel 
der Linie HJ, und hieraus, daß HK = JL iſt. Aus der ſich hieraus ergebenden 
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Congruenz der Dreiecke AHK und DJL 
folgt leicht die Richtigkeit der Behauptung. 

Die Fälle, in welchen die Winkel 
einander gleich oder Supplemente zu ein⸗ 
ander ſind, entſprechen denen der Plani⸗ 
metrie (I. 23. Zuf.). 

9. Erklärung. Zwei gerade Linien 
im Raume, durch welche keine gemeinſchaft⸗ 
liche Ebene gelegt werden kann, heißen 
windſchiefe Linien. Der vorhergehende 
Satz macht es möglich, den Begriff des 
Winkels zweier geraden Linien zu erweitern, ihn nämlich auch auf ſolche 
auszudehnen, die nicht aus einem Punkte auslaufen, das heißt auf wind⸗ 
ſchiefe Linien. Der Winkel zweier windſchiefen Linien iſt derjenige 
Winkel, den zwei Linien mit einander bilden, welche von einem beliebigen 
Punkte aus parallel mit den beiden windſchiefen Linien gezogen werden. Der 
in IV. 15 der Planimetrie aufgeſtellte Begriff der Projection einer begrenz⸗ 
ten geraden Linie auf eine andere gerade Linie iſt auch auf windſchiefe 
Linien auszudehnen. 

Bemerkung. Man unterlaſſe nicht, den Schüler windſchiefe Linien an 
den ihn umgebenden Gegenſtänden aufſuchen zu laſſen. 

Zuſatz. Zwei Parallellinien machen mit derſelben dritten Linie, wenn 
ſie auch nicht mit ihnen in derſelben Ebene liegt, gleiche Winkel. — Der 
Beweis iſt entweder auf 7 oder auf 8 zu ſtützen. 


10. Satz. Sind zwei windſchiefe Linien zweien anderen paarweiſe 
parallel, ſo iſt der Winkel der erſten dem der letzteren entweder gleich oder 
er iſt deren Supplement (Vergl. Planim. I. 23). 

Der Beweis leicht. ; 

Zuſatz. Bewegen ſich daher zwei gerade Linien im Raume fo, daß fie 
ihrer urſprünglichen Lage parallel bleiben, ſo bleibt ihr Winkel unverändert. 
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Zweiter Abſchnitt. 


Lage einer geraden Linie zu einer Ebene. 
a) Parallele Lage. 


11. Erklärung. Analog mit der J. 17 der Planimetrie gegebenen 
Erklärung von Parallellinien iſt folgende: 

Eine gerade Linie und eine Ebene ſind parallel, wenn beide 
einander nicht treffen, ſo weit die Linie verlängert und die Ebene erweitert 
werden mag. 


12. Satz. Iſt eine gerade Linie einer anderen parallel, ſo iſt ſie 
auch jeder durch dieſe zweite Linie gelegten Ebene parallel. (Fig. 6.) 
Beweis. Da AB || CD, jo 
liegt AB mit CD in einer Ebene, 
aus dieſer kann fie alſo nicht her⸗ 
_N austreten. Sollte alſo AB die MIN 
treffen, ſo könnte dieſes nur in einem 
Punkte der Durchſchnittslinie CD 
beider Ebenen geſchehen, was aber 
unmöglich iſt, weil ABI C iſt. 


13. Satz. Eine gerade Linie, die einer Ebene parallel iſt, iſt auch 
der Durchſchnittslinie dieſer Ebene mit jeder anderen durch jene Gerade 
gelegten Ebene parallel. 


Der Satz iſt indirect zu beweiſen. 


Zuſatz 1. Iſt eine gerade Linie einer Ebene parallel, und eine andere, 
jener parallele, Gerade liegt mit einem ihrer Punkte in der Ebene, ſo liegt 
ſie ganz in der Ebene. — Indirect zu beweiſen. 

Zuſatz 2. Iſt eine gerade Linie einer Ebene parallel, ſo ſind auch 
alle Durchſchnittslinien dieſer Ebene mit andern, durch jene Gerade gelegten 
Ebenen unter ſich parallel. — Der Beweis iſt auf S. 7 zu ſtützen. 

Zuſatz 3. Parallellinien, die einerſeits durch eine Ebene, andererſeits 
durch eine jener Ele parallele Gerade begrenzt werden, find einander gleich. 


 AB||CDG. Um zu beweiſen, daß AB der 
Durchſchnittslinie CD der beiden Ebenen 


vier sfgnit. 2000 einen ht men einer Ebene N 


14. Satz. gie eine Gerade zweien Ebenen parallel, ſo iſt fie auch 
der Durchſchnittslinie derſelben parallel. (Fig. 7.) 


Beweis. Es ſei AB | CDE und auch 


parallel ſei, denke man ſich durch einen 
beliebigen Punkt der Linie CD, etwa C, mit 
AB eine Parallellinie gezogen und zeige mit 
Hülfe von 13, Zuſ. 1, daß dieſe Parallele 
mit CD in eine Linie zuſammen falle. 


15. Aufgaben. a) Durch einen gege— 
benen Punkt die Ebene zu legen, die zwei 
gegebenen geraden Linien parallel iſt; € 
b) durch zwei gegebene Punkte oder durch eine gerade Linie die Ebene zu 
legen, die einer gegebenen geraden Linie parallel iſt. 


Die Auflöſungen leicht. 


16. Satz. Sind zwei gerade Linien einander parallel und ift die eine 
parallel mit einer Ebene, fo iſt auch die andere mit der Ebene parallel, 
oder ſie liegt in der Ebene; trifft dagegen die eine von zwei Parallelen 
eine Ebene, ſo trifft auch die andere die Ebene. 


Zum Beweiſe des erſten Theiles lege man durch die der Ebene parallele 
Linie eine beliebige, jene Ebene durchſchneidende, Ebene und ſtütze den Beweis 
auf S. 13, 7 und 12. Für den Beweis des zweiten Theiles berückſichtige 
man die Ebene der beiden Parallellinien. 


b) Senkrechte und ſchiefe Lage. 


17. Satz. Steht eine gerade Linie auf zweien unter drei Linien, die 
in einer Ebene liegen und ſich in einem Punkte treffen, ſenkrecht, ſo ſteht 
ſie auch auf der dritten ſenkrecht. 


Beweis. Die Linie MON (Fig. 8) ſtehe ſenkrecht auf AOE und 506. 
00 ſei eine beliebige, durch 0 gehende und in der Ebene der OA und OB 
liegende Gerade; es ſoll bewieſen werden, daß MO auch auf 00 ſenkrecht ſtehe. 

Man nehme auf der Linie MON die gleichen Stücke MO= ON, verbinde 
zwei beliebige Punkte H und J der geraden Linien OA und OB durch eine 
Gerade HJ, welche 00 in K treffe (1) und ziehe endlich die Geraden MH, 
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Fig. 8. Mk, MJ, NH, NK, N. 


M Aus der Conſtruction er: 
\ gibt ſich zunächſt HM= HN, 
JM = JN und hieraus die 
Congruenz der Dreiecke MJH 
und NJH, woraus alsdann 
leicht die der Dreiecke MIR 
und MA und endlich die 
der Dreiecke NOK und 0 KH 
folgt, wodurch die Richtig⸗ 
keit der obigen Behauptung 
A ſich ergibt. 
Einen ähnlichen, aber 
nicht ganz ſo einfachen Be⸗ 
weis des Satzes würde man erhalten, wenn man auf den Verlängerungen 
von AO und BO, auf OE und 06, von 0 aus Stücke OH‘ und 0, ab: 
trüge, welche bezüglich den Stücken OH und OJ gleich wären, dann den dem 
Punkte K entſprechenden Punkt A’ beſtimmte und den Punkt M mit /, M., J. 
verbände, u. ſ. w. 

18. Satz. Steht eine Gerade auf dreien anderen, die ſich in einem 
Punkte treffen, zugleich ſenkrecht, ſo liegen dieſe drei in einer einzigen 
Ebene. (Umkehrung des vorigen Satzes.) 

Indirect zu beweiſen. 

Zuſatz. Dreht man einen rechten Winkel um einen ſeiner Schenkel, ſo 
beſchreibt der andere Schenkel eine ebene Fläche. 

19. Erklärung. Von einer geraden Linie ſagt man, ſie ſei oder ſtehe 
ſenkrecht auf einer Ebene, wenn ſie mit jeder in dieſer Ebene gezogenen ge⸗ 
raden Linie, die ſie trifft, rechte Winkel macht. Die Möglichkeit hiervon erhellt 
aus 17. Iſt dieſes nicht der Fall, ſo hat ſie gegen die Ebene eine ſchiefe 
Lage oder Neigung *). i 0 

Zuſatz. Aus Satz 17 folgt, daß, wenn eine gerade Linie auf zwei 
anderen ſich ſchneidenden ſenkrecht ſteht, ſie dann auch ſowohl auf deren Ebene 
als auf jeder in dieſer Ebene gezogenen Geraden ſenkrecht iſt. 


*) Beijpiele von Linien, die ſenkrecht auf einer Ebene ſtehen: die Scheitellinie 
ſenkrecht auf dem Horizonte, die Erdachſe ſenkrecht aufder Ebene des Erdäquators, die 
Weltachſe ſenkrecht auf der Ebene des Himmelsäquators. Beiſpiel einer Linie, die 
ſchief gegen eine Ebene fteht: die Erdachſe ſteht ſchief gegen die Ebene der Erdbahn. 
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20. Satz. Durch einen Punkt außerhalb einer Ebene kann nur 
eine gerade Linie gehen, die auf derſelben ſenkrecht ſteht. 


Der Beweis leicht. 


21. Satz. Von allen geraden Linien, die ſich von einem Punkte 
außerhalb einer Ebene nach Punkten in dieſer Ebene ziehen laſſen, iſt die 
Senkrechte die kürzeſte; zwei ſchiefe Linien, die gleichweit von der Senk⸗ 
rechten abſtehen, ſind gleich. Von zwei ſchiefen Linien, die ungleich weit 
abſtehen, iſt die entferntere die längere. Alles dies gilt auch umgekehrt 
(Vergl. Plan. II. 14). 


Die Beweiſe einfach. 


Zuſatz 1. Liegt ein Punkt A (Fig. 9) außerhalb einer Ebene MN von 
dreien Punkten B, C und D dieſer Ebene gleich weit entfernt, und verbindet 
man den Mittelpunkt E des durch B, C und D gehenden Kreiſes mit A, fo 
iſt AE auf der Ebene ſenkrecht. 


Zieht man nämlich von 4 nach Fig. 9. 
der Ebene MN eine Senkrechte AE’, 
fo liegt E“ von B, C und D gleich 
weit entfernt, muß alſo mit dem 
Mittelpunkte E des um B, C und D 
beſchriebenen Kreiſes zuſammenfallen. 


Zuſatz 2. Macht eine gerade 
Linie mit dreien anderen in einer 
Ebene liegenden Linien gleiche Win⸗ 
kel, ſo ſteht jene gerade Linie auf 
der Ebene ſenkrecht. 


4 


Beweis. Es mache (Fig. 9) 4K mit den drei durch E gehenden und 
in einer Ebene liegenden Geraden EB, EC und E gleiche Winkel AEB, AEC 
und AED. Macht man die Stücke EB, EC und ED einander gleich, fo ergibt ſich 
aus der Congruenz der Dreiecke AEB, AEC und AED, daß AB=AC=AD 
und hieraus nach Zuſatz 1 die Richtigkeit der Behauptung. 


22. Satz. Steht eine von zwei Parallelen auf einer Ebene ſenkrecht, 
ſo ſteht auch die andere auf derſelben ſenkrecht. 

Beweis. Es ſei (Fig. 10) AB || CD und 45 L MN. Zieht man durch 
den Durchſchnitt D der Linie CD mit der Ebene MN in dieſer Ebene zwei 


n 
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Fig. 10. beliebige Gerade DE und DG, ſo 
ſteht AB auf denſelben ſenkrecht 
(19. Zuſatz), mithin auch CD 
auf ihnen 9. Zuſatz). Es ſteht 
alſo auch CD auf der Ebene 
MNO ſenkrecht. 

Zuſatz 1. Umgekehrt: zwei 
gerade Linien, beide ſenkrecht auf 
derſelben Ebene, ſind einander 
parallel. 

Indirect zu beweiſen mit Hülfe des Satzes 20. 

Zuſatz 2. Alle aus beliebigen Punkten einer ſchiefen Linie auf eine 
Ebene gefällten Senkrechten liegen unter ſich in einer Ebene. 

Auf Satz 4 zu ſtützen. 


23. Satz. Die Projection einer begrenzten geraden Linie auf eine 
andere iſt jedenfalls, auch wenn beide Linien windſchief ſind, der Kathete 
eines rechtwinkeligen Dreiecks gleich, deſſen Hypotenuſe die projicirte Linie 
und deſſen anliegender ſpitzer Winkel dem Winkel beider Linien gleich iſt. 


Fig. 11. Beweis. MN ſei die Projection von 
B AB auf CD, alſo AM und BN zwei von 
A und B auf CD gefällte Senkrechte. 
Zieht man durch A eine Parallele zu CD 
und durch N eine Parallele mit AM bis zu 
ihrem Zuſammentreffen in 0, jo iſt Au 
ein Parallelogramm und MY = AO. Man 
ziehe noch BO. Da AM , jo iſt auch 
D ONLCD; aber auch BN LCD, folglich 
ſteht CD und daher auch die Parallele AO auf der Ebene des Dreiecks BON 
ſenkrecht. 40h iſt daher ein bei O rechtwinkeliges Dreieck, der Winkel 840 
der Winkel der beiden windſchiefen Linien AB und CD und die Kathete AO 
der Projection MN gleich. 
Zuſatz. Gleich lange Linien, die gleich große Winkel mit andern, gegen 
ſie windſchiefen, Linien machen, haben auch gleiche Projectionen auf dieſe. 


24. Erklärung. Entſprechend dem Begriffe der Projection einer Ge⸗ 
raden in der Planimetrie (IV. 15) iſt der Begriff der Projection einer 
geraden Linie auf eine Ebene. Fällt man von den Endpunkten einer 


an Linie BA (Gi. 12) Perpenbite BD er AC auf eine Ebene MIN, jo wird 
die von den Fußpunkten der Perpendikel begrenzte, in der Ebene liegende, 
Gerade DE die Projection der erſten Linie genannt. Die Perpendikel r 

D und 4 heißen projici⸗ Fig. 12. = 5 
rende Linien, die Ebene MN s i 
Projections⸗ oder Grund⸗ 

Se ebene, die durch die Perpen⸗ 
5 dikel der Endpunkte gehende Ebene 
= ABDC, welche nach 22, Zufa 2 
5 ſämmtliche Perpendikel in ſich 
enthält, welche von beliebigen 
Punkten der projicirten Geraden 
auf die Grundebene gefällt werden, heißt projicirende Ebene. 


N 


25. Satz. a) Unter allen Winkeln, welche eine gegen eine Ebene 
ſchiefe Linie mit andern in dieſer Ebene gezogenen und ſie treffenden Linien 
bilden kann, iſt der ſpitze mit ihrer Projection gebildete am kleinſten, deſſen 
Nebenwinkel am größten; b) die übrigen Winkel find um jo größer, je 
größer der Winkel iſt, den der in der Ebene liegende Schenkel mit der 
Projection der Schiefen bildet; e) machen zwei in einer Ebene liegende 
Linien gleiche Winkel mit der Projection, jo machen ſie auch gleiche Winkel 
mit der projieirten Linie. Die Sätze gelten auch umgekehrt. (Fig. 13.) 


Es ſei AB eine gegen Fig. 13. 
die Ebene MN ſchief liegende 
€ und dieſelbe in B ſchneidende 
3 8 Gerade, BC ihre Projection, 
| EBD fei die Verlängerung von 
CB, und BE, BG, BJ ſeien 
durch B in der Ebene HN 
gezogen. Beſchreibt man aus 
B mit BC einen Kreis, der 
die durch B gezogenen Linien in D, 6, E, J ſchneidet, zieht AD, AG, AE, 
AJ, fo iſt CE CG CD (Planim. III. 9), mithin 40 = AE AG AD 
(Satz 1 folglich (Planim. II. 27): 
& ABC = ABE = ALG = ABD. 
Bildet ferner BJ mit BC einen Winkel JBC = EBC, jo folgt leicht, 
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daß AJ= AE und X ABJ= ABE iſt. Die Umkehrungen der genannten 
Sätze ſind hiernach leicht. 


26. Satz. Iſt eine gerade Linie auf eine Ebene projicirt und eine 
zweite in dieſer Ebene liegende Linie ſteht auf der Projection ſenkrecht, 
ſo iſt ſie auch auf der projicirten Linie ſenkrecht und umgekehrt. (Fig. 14.) 


Fig. 14. Der Beweis ergibt ſich leicht 
unmittelbar aus e. des vorhergehen⸗ 
den Satzes, läßt ſich aber auch ohne 
Anwendung der Congruenz der Drei⸗ 
ecke beweiſen, wenn man eine Hülfs⸗ 
parallele durch C zieht, durch An⸗ 
wendung von 22. 


27. Erklärung. Neigungswinkel einer ſchiefen Linie gegen 
eine Ebene iſt derjenige Winkel, welchen die Linie mit ihrer Projection auf 
die Ebene bildet. 

Zuſatz 1. Der Neigungswinkel einer Linie und einer Ebene iſt das 
Complement des Winkels, den die Linie mit einer zur Ebene ſenkrecht ſtehen⸗ 
den Geraden macht. 

Zuſatz 2. Perpendikel auf zwei ſich durchſchneidenden Ebenen haben 
gegen dieſe Ebenen wechſelweiſe gleiche Neigung. 

Die Beweiſe leicht. 


28. Satz. Machen zwei von einem Punkte ausgehende Linien gleiche 
Winkel mit einer dritten in einer Ebene liegenden Linie, fo machen ſie 
auch gleiche Neigungswinkel mit der Ebene. (Fig. 15.) 


Fig. 15. Beweis. Es mögen die Linien 
AB und 40 gleiche Winkel ABC und 
ACB mit der in der Ebene MN liegen⸗ 
den Linie BC bilden, alsdann find auch 
die Neigungswinkel 4 BE und ACE der 
Linien AB und 40 gegen die Ebene MN 
einander gleich. 

Iſt E die Projection des Punktes 
A auf die Ebene MN, fo erhellt die 
Richtigkeit der Behauptung leicht aus 
der Vergleichung der Dreiecke 48 E und ACH, 


Zweiter Abſchnitt. Lage einer geraden Linie zu einer Ebene. 25—32. 13 


29. Satz. Parallellinien haben gegen dieſelbe Ebene gleiche Nei⸗ 
gungswinkel. 


Der Beweis leicht. 


Zuſatz. Umgekehrt haben zwei gerade Linien gegen dieſelbe Ebene 
gleiche Neigung, und ſind ihre Projectionen einander parallel und nach der⸗ 
ſelben Seite gerichtet, ſo ſind die Linien parallel. 


30. Satz. Gleich große und gegen eine Ebene gleich geneigte Linien 
haben gleiche Projectionen. 


Der Beweis leicht. 


31. Aufgabe. Durch einen gege⸗ 
benen Punkt C die Ebene zu conſtruiren, 
welche auf einer gegebenen Linie AB ſenk⸗ 
recht ſteht. 

Löſung. Man fälle von C auf AB 
die Senkrechte CD und ziehe durch den 
Fußpunkt D des Perpendikels auf DA eine 
zweite Senkrechte DE. Die durch CDund DE 
gelegte Ebene HN wird die verlangte fein. 


32. Aufgabe. Von einem Punkte außerhalb einer Ebene die Senf: 
rechte auf dieſelbe zu ziehen. 

Die Auflöſung beſteht darin, daß man zuerſt auf irgend eine in der 
Ebene liegende gerade Linie die Senkrechte fällt, dann nach 26 deren 
Projection zieht und vom gegebenen Punkte aus auf dieſe die Senkrechte 
herabläßt. 

Eine zweite Auflöſung iſt folgende Fig. 17. 
und gründet ſich gleichfalls auf Satz 
26. Man ziehe in der Ebene MN, auf 
welche von A aus das Perpendikel 
gefällt werden ſoll, zwei beliebige ſich 
durchſchneidende Linien BD und BC, 
fälle von 4 auf dieſelben die Senk⸗ 
rechten 4E und AG und errichte auf 
dieſen Linien in E und 6 in der 
Ebene HN die in X ſich ſchneidenden Senkrechten EX und 6A, wodurch man 
den Fußpunkt X des verlangten Perpendikels AX erhält. 
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33. Aufgabe. Auf einer Ebene in einem gegebenen Punkte derſelben 
die Senkrechte zu errichten. 8 


Eine Löſung dieſer Aufgabe erhält man mit Hülfe der vorhergehenden 
Aufgabe und mit Anwendung von Satz 22. Oder: Man ziehe in der den 
gegebenen Punkt A enthaltenden Ebene M eine beliebige Gerade BC, lege 

Fig. 18. durch A nach 31 die auf BC ſenkrecht 
ol * ſtehende Ebene, welche die gegebene 
„ Ebene in 4E ſchneiden möge, und 

rr. ui errichte in dieſer Ebene auf 4E in 4 

N | C / die Senkrechte AX, welche die verlangte 


F 3 
FF W Linie ſein wird. 
— — N Der Beweis leicht. 


34. Satz. a) Die kürzeſte Verbindungslinie zweier windſchiefen Linien 
muß auf beiden zugleich ſenkrecht ſtehen. b) Umgekehrt: ſteht eine gerade 
Linie auf zwei andern windſchiefen Linien zugleich ſenkrecht, ſo iſt ſie die 
kürzeſte Jerbindungslinie der beiden letztern. 

Beweis. Es ſei a) MN der 
kürzeſte Abſtand der beiden windſchiefen 
Linien AB und CD, d. h. M und N 
ſeien diejenigen ihrer Punkte, welche 
die kleinſte Entfernung haben. Stände 
HN auf CD nicht ſenkrecht, jo ließe 


Fig. 19. 


fällen. Es wäre alsdann NO < MN 
ON und ſomit nicht, wie angenommen 
wurde, MN der kürzeſte Abſtand der beiden Linien AB und CD. 

Fig. 20. b) Es ſtehe MN auf den beiden 
B windſchiefen Linien AB und CD ſenk⸗ 
recht; alsdann läßt ſich nachweiſen, daß 
MN kürzer iſt, als die Verbindungslinie 
zweier beliebigen Punkte O und P der 
Linien AB und CD. Zieht man näm⸗ 


M. 


= 5 parallel der OP und verbindet S mit P 


ſowohl auf CD als auf PS (als einer Parallelen zu AB) ſenkrecht ſteht, fo 


ſich von M auf CD eine Senkrechte MO. 


lich durch M die Linie MS gleich und 


und N, fo iſt SPH MO. Da ferner MN 


ee ee 


8 Die nn Linie N 5 i alle eine ſchiefe gegen die Ebene SPN und somit 


u > MN El), folglich auch OP > MN. | 5 
Erklärung. Die auf zwei windſchiefen Linien zugleich ſenkrecht ſtehende a 


Gerade möge der Kürze halber die Achſe der beiden windſchiefen En 
Linien heißen. . ee 
35. Aufgabe. Den kürzeſten Abſtaud zweier windſchiefen Linien 
AB und CD zu conſtruiren. 
Auflöſung. Man lege durch Fig. 21. 
eine der beiden windſchiefen Linien 
AB und CD, z. B. durch CD die 
Ebene 70 parallel der andern AB 
(15) und projicire dieſe andere 4 
auf ſie. Von dem Durchſchnitts⸗ 
punkte X dieſer Projection GH und 
der CD fälle man auf AB die 
Senkrechte X, welche die verlangte Linie fein wird. 
Beweis leicht. 


36. Satz. Nimmt man auf jeder von zwei windſchiefen Linien vom 
Endpunkte der Achſe an ein paar gleiche Stücke und verbindet die Endpunkte 
derſelben wechſelweiſe, ſo ſind die Verbindungslinien gleich lang. 

Beweis. Es ſei MN die Achſe 
der beiden windſchiefen Linien AB und 
CD, es ſei ferner ME= MG, MU NJ, 
alsdann wird EH = GJ fein. Zum 
Beweiſe lege man durch E und G mit? 
MN Parallellinien EL und GA, ziehe 
durch N mit AB eine jene Parallelen 
in L und & ſchneidende Parallele LK 
und ziehe AL und JK. Leicht ergibt 
ſich aus der Eigenſchaft der Figur, daß AL = NK und daß HL = M iſt. 
Da ferner, wie ſich leicht nachweiſen läßt, EL und EA auf der durch CD 
und LK gehenden Ebene ſenkrecht ſteht, jo ergibt ſich in Verbindung mit 
Obigem, daß EH = GJ fein muß. 


2 
S * 
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Dritter Abſchnitt. 


Lage zweier Ebenen gegen einander. 
a) Parallele Ebenen. 


37. Erklärung. Zwei Ebenen ſind einander parallel, wenn keine mit 
der andern irgendwo zuſammentreffen kann, ſo weit man ſie auch erweitert. 


38. Satz. Sind zwei Ebenen einander parallel, ſo iſt jede gerade 
Linie, welche in der einen Ebene liegt, parallel mit der andern Ebene. 
Der Beweis iſt leicht direct oder indirect zu führen. 


39. Satz. Die Durchſchnitte 
zweier parallelen Ebenen mit einer 
dritten ſind unter ſich parallel (Fig. 23). 


Beweis leicht. 

40. Satz. Parallellinien von 
Parallelebenen begrenzt ſind einander 
gleich. 

Beweis einfach. 


41. Satz. Zwei gerade Linien 
werden durch drei Parallelebenen pro⸗ 
portionirt geſchnitten. 


Bei dem Beweiſe hat man darauf Rückſicht zu nehmen, ob die beiden 
gegebenen Linien in einer Ebene liegen oder nicht. 


42. Satz. Sind zwei ſich durchſchneidende gerade Linien einer Ebene 
parallel, ſo iſt auch die durch jene Linien 
gelegte Ebene dieſer Ebene parallel. 
(Fig. 24.) 

Beweis. Es ſeien die beiden in 4 
ſich durchſchneidenden Geraden AB und 
AC der Ebene MN parallel. Geſetzt, die 
durch AB und 40 gelegte Ebene OP wäre 
der gegebenen Ebene MN nicht parallel, 
ſondern durchſchnitte dieſelbe in einer geraden 


Fig. 24. 


ah: 
r EI 


a 
{ 8 


eee 


& a Linie * „ ſo EN = x * wenigstens eine 15 Linien AB und 40 in einem 
Punkte Z durchſchnitte, die durchſchnittene Linie mit der Ebene MN den Punkt 
= ‘2 gemeinschaftlich, was gegen die Vorausſetzung it. Alſo u. ſ. w. 


Zuſatz 1. Sind zwei ſich durchſchneidende Linien zweien andern ſich 


durchſchneidenden parallel, ſo iſt auch die durch jene Linien gehende Ebene 


der durch dieſe gehenden parallel. 
Der Beweis ſtützt ſich auf die Sätze 12 und 42. 


Zuſatz 2. Durch einen Punkt iſt mit einer Ebene nur eine Parallel⸗ 
ebene möglich. 


Zuf atz 3. Aufgabe. Durch einen gegebenen Punkt mit einer gegebenen | 
Ebene die Parallelebene zu legen. 


Zuſatz 4. Zwei Ebenen einer dritten parallel, ſind unter ſich parallel. 


43. Satz. Projicirt man zwei Parallellinien auf eine und dieſelbe 
Ebene, ſo ſind ſowohl die projicirenden Ebenen als auch die Projectionen 
einander parallel. g 


Der Beweis beruht auf 22, Zuſatz J. 42, Zuſatz 1 und auf 39. 


44. Satz. Stehen zwei Ebenen auf derſelben Geraden ſeukrecht, fo 
ſind ſie einander parallel. 


Der Beweis iſt entweder auf Sat 42 zu ſtützen, oder indirect zu führen. 


Zuſatz. Stehen zwei Ebenen auf zwei parallelen Geraden ſenkrecht, fo 


| find fie einander parallel. Beweis leicht. 


45. Satz. Steht eine Gerade ſenkrecht auf einer von zwei Parallel 
ebenen, ſo ſteht ſie auch ſenkrecht auf der andern. 
Beweis einfach. 


Zuſatz 1. Zwei Parallelebenen ſind überall gleich weit von einander 
entfernt. 

Zuſatz 2. Gleich geneigte Linien zwiſchen zwei Parallelebenen ſind 
einander gleich. 

Zuſatz 3. Die Neigungswinkel einer Geraden gegen zwei Parallelebenen 
ſind einander gleich. (Der Satz gilt nicht umgekehrt.) 


b. Ebenen, welche ſich unter ſchiefen oder rechten 
Winkeln durchſchneiden. 
46. Erklärung. Unter Winkel zweier, einerſeits in einer geraden 


Linie zuſammenſtoßenden, andererſeits unbegrenzten Ebenen, oder unter 
Heis, u. Eſchweiler. II. 2 
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— 


a Flächenwinkel verſteht man die Größe der Umdrehung, welche eine von 
dieſen Ebenen um die gemeinſchaftliche Gerade, Scheitellinie, Kante, 
beider machen muß, um in die Lage der andern Ebene zu gelangen. 

Gleiche und ungleiche Flächenwinkel, Nebenflächenwinkel, Scheitelflächen⸗ 
winkel, rechte, ſpitze, ſtumpfe Flaͤchenwinkel. Die Erklärungen und die aus 
denſelben abgeleiteten Sätze entſprechen genau denen der Planimetrie über 
Linienwinkel (J. Cap. 1.— 14. Satz). 


47. Erklärung. Als Maß des Flächenwinkels zweier Ebenen 
dient der Winkel zweier Perpendikel, die auf der gemeinſchaftlichen Scheitel⸗ 
linie in einem Punkte derſelben in den beiden Ebenen errichtet werden. Dieſer 
Winkel wird auch der Neigungswinkel der beiden Ebenen genannt. Die 
Ebene dieſes Winkels ſteht alſo ſenkrecht auf der gemeinſchaftlichen Kante. 
Die bemerkenswertheſte Lage, welche eine Ebene gegen die andere haben 
kann, iſt die ſenkrechte. Steht eine Ebene auf einer andern ſenkrecht, ſo 
iſt der Neigungswinkel dieſer Ebenen ein rechter Winkel. 

Es ſeien ABC und ABD zwei 
aan AB ſtoßende Ebenen und HN und 
75 MO ſeien ſenkrecht auf AB in dem 
Punkte M in den Ebenen ABC und 
AB errichtet. Der Winkel NO 
wird alsdann das Maß des Flächen⸗ 
winkels der Ebenen ABC und ABD 
ſein; denn erſtens bleibt dieſer Win⸗ 
kel nach Satz 8 derſelbe, in welchem 
Punkte M der Durchſchnittslinie AB 
auch die Senkrechten MN und MO in 
den Ebenen ABC und ABD gezogen 
werden mögen. Dieſer Winkel ändert 
ſich ferner bei fortgeſetzter Drehung 
um die Durchſchnittslinie offenbar in demſelben Verhältniſſe, wie der Flächen⸗ 
winkel der Ebenen und verſchwindet mit ihm zugleich, wenn die Ebenen auf 
einander fallen. 


Fig. 25. 


48. Satz. Der Neigungswinkel zweier Ebenen iſt entweder dem Winkel 
gleich, den zwei Linien mit einander bilden, die auf den Ebenen ſenkrecht 
ſtehen, oder iſt Supplement dieſes Winkels. (Fig. 26.) 

Beweis. Es ſeien ABC und 480 zwei an AB ſtoßende Ebenen, 
Ou ihr Neigungswinkel; ferner ſeien in M auf ABC und ABD die 
Senkrechten PS und TR errichtet. Die Linien TA und PS liegen mit MO 
und DIN offenbar in einer Ebene (Satz 18); es iſt alſo: 


En 


De Dritter Abſchnitt. 4 


| age zweier Ebenen gegen einander. 46-49. 19 
& r = ON (Bln. 
1 MR A: MEIKE 
b) ferner X SMR = OMN; 
0X PMR + OMN = 2 
. ene W 
q; & T + ONN=2R. 
Der Satz gilt aber offen⸗ 
bar, auch wenn die auf den 
Ebenen errichteten Senkrechten 
nicht durch einen Punkt ihrer 
Durchſchnittslinie gehen. S. 8.) 
Zuſatz. Legt man jeder der beiden Ebenen, die einen hohlen Flächen⸗ 
winkel bilden, zwei Seiten bei, eine innere, nach dem Winkelraume gekehrte, 
und eine äußere, ſo machen die in einem Punkte der gemeinſchaftlichen 
Kante errichteten Perpendikel, wenn ſie beide nach der innern (e), oder 
beide nach der äußern Seite des Flächenwinkels liegen (d), Winkel mit 
einander, welche Supplemente des Flächenwinkels ſind. 


. 


r 


49. Satz. Steht eine Gerade Fig. 27. 
auf einer Ebeue ſenkrecht, ſo wird 
auch jede durch jene Gerade gelegte 
Ebene auf der erſteren Ebene ſenk— 
recht ſtehen; und umgekehrt, ſtehen 
zwei Ebenen auf einander ſenkrecht, 

ſo wird jede Gerade, die in einer 
derſelben liegt und die Durch⸗ 
ſchnittslinie der Ebenen unter 
rechten Winkeln trifft, auch auf der andern Ebene ſenkrecht ſtehen. (Fig. 27.) 


Die Beweiſe der beiden Sätze find leicht durch Conſtruction des Neigungs- 
winkels der beiden Ebenen zu führen. 

Zuſatz 1. Die projicirende Ebene einer ſchiefen Linie ſteht auf der 
Projectionsebene ſenkrecht. 

Zuſatz 2. Die Ebene des Neigungswinkels zweier Ebenen ſteht auf 
dieſen ſenkrecht. 

Zuſatz 3. Stehen zwei Ebenen EB und MN auf einander ſenkrecht, fo 
wird auch jede Senkrechte, die entweder von einem Punkte D der einen Ebene 
EB auf die andere Ebene gefällt, oder die in einem Punkte C der 

2* 
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Durchſchnittslinie beider Ebenen auf MN errichtet wird, in der andern Ebene 
EB liegen. N 


50. Satz. Stehen zwei Ebenen auf einer dritten ſenkrecht, ſo ſteht 
auch ihre Durchſchnittslinie auf der dritten ſenkrecht. (Fig. 28.) 


Fig. 28. Es mögen BC und EG, auf HN 
in HB und HE ſenkrecht ſtehen, die 
Durchſchnittslinie HJ beider Ebenen 
wird alsdann auf der Ebene MN 
ſenkrecht ſtehen. 

Zum Beweiſe denke man ſich 
in H auf MN ein Perpendikel 
errichtet und wende Zuſatz 3 des 
vorigen Satzes an. 

Zuſatz 1. Gehen alſo (Fig. 29) 
von einem Punkte E aus zwei Perpendikel 
EG und EH nach zwei Ebenen, fo ſteht die 

durch die Perpendikel beſtimmte Ebene GEHJ- 
auf der Durchſchnittslinie AB der erſtge⸗ 
dachten Ebenen ſenkrecht. 

Zuſatz 2. Stehen von drei Ebenen 
je zwei auf einander ſenkrecht, jo ſtehen auch 
die drei Durchſchnittslinien wechſelweiſe auf 
einander ſenkrecht. 

Zuſatz 3. Durchſchneiden ſich zwei außerhalb einer Ebene liegende 
Geraden, fo iſt der Durchſchnittspunkt ihrer Projectionen auf dieſe Ebene die 
Projection des Durchſchnittspunktes der beiden Geraden. 


51. Satz. Unter allen Ebenen, die man durch eine gegen eine Ebene 
MP ſchief gerichtete Gerade (Fig. 30) legen kann, macht diejenige, deren 
Durchſchnitt mit der Ebene MP die Projection jener Linie iſt, den größten 
Flächenwinkel mit MP, diejenige, deren Durchſchnitt auf der Projection 
ſenkrecht ſteht, den kleinſten. Der Flächenwinkel der übrigen mit der 
Ebene MP ift um fo größer, je näher die Durchſchnittslinie beider Ebenen 
der Projection jener Geraden liegt. 


Anleitung zum Beweiſe. AB ſei die gegen die Ebene MP ſchieſe 
Linie, BC ihre Projection, BD der Durchſchnitt einer durch AB gelegten 


age zei Shenen ann einander, ban 


er nn yy. ya wan ö aus . 3 En sin. 30. ER 
Fuſpuntte C des Perpenbitels 4 vie 3 A 2 
Linie CN 15 BD und verbindet 4 mit f Ben: 
V fo ift leicht nachzuweiſen, daß ANC 5 | . 


u und ABD iſt; derſelbe wird um 


* 


Veränderung. 


der Neigungswinkel der beiden Ebenen 


ſo größer, je kleiner * CBN iſt. 
Hieraus ergeben ſich die Grenzen der 


52. Satz. Zwei Parallelebenen werden von einer dritten Ebene unter 
gleichen Neigungswinkeln geſchnitten. 

Der Beweis iſ dacht N . der Neigungswinkel der Ebenen 
zu führen. 

Zuſatz 1. umgekehrt: Werden zwei Ebenen von einer dritten ſo 
geſchnitten, daß die Durchſchnittslinien einander parallel ſind, und haben 
jene Ebenen zur dritten Ebene gleiche, nach derſelben Seite gekehrte Neigungs⸗ 
winkel, ſo ſind jene beiden Ebenen einander parallel. 

Der Beweis iſt auf Satz 42, Zuſatz 1 zurückzuführen. 

Zuſatz 2. Eine Ebene, ſenkrecht auf einer von zwei Parallelebenen, 
ſteht auch auf der andern ſenkrecht. 

Zuſatz 3. Sind zwei Ebenen zweien andern paarweiſe parallel, ſo ſind 
die Flächenwinkel derſelben entweder gleich oder ſie betragen zuſammen zwei 
Rechte (Vergl. . I. 23). 


53. Sat. Sind eine Gerade und eine Ebene einander parallel, und 
ſteht eine zweite Ebene ſenkrecht auf der Linie, ſo ſteht ſie auch ſenkrecht 
auf der erſteren Ebene. 

Der Beweis iſt auf Satz 49 zurückzuführen. 

Zuſatz. Umgekehrt: Stehen eine gerade Linie und eine Ebene ſenkrecht 
auf einer andern Ebene, und fallen ſie nicht ineinander, ſo iſt die Gerade 
der erſteren Ebene parallel. 


22 I. Capitel. Gerade Linien und Ebenen im Raume. 


Vierter Abſchnikt. 


Die Lage dreier und mehrerer Ebenen gegen einander. Körperwinkel. 
Pyramidaler und prismatiſcher Raum. 


54. Erklärung. Gehen drei oder mehrere Ebenen durch einen Punkt, 
und begrenzen ſich zu je zwei in der Ordnung, wie ſie auf einander folgen, 
ſo daß die letzte ſich an die erſte ſchließt, ſo heißt die ſo gebildete Figur eine 
Körperecke oder ein körperlicher Winkel“) (Rörperwinfel). Die 
geraden unbegrenzten Linien, in welchen dieſe Ebenen zuſammenſtoßen, heißen 
die Kanten der Ecke. Die Kanten laufen in demſelben Punkte zuſammen, 
durch den auch die Ebenen gehen, welche den körperlichen Winkel bilden. 
Dieſer Punkt iſt die Spitze oder der Scheitel des körperlichen Winkels. 
Die Ebenen ſelbſt werden Seitenflächen genannt. Die Neigungswinkel 
dieſer Seitenflächen können der Kürze halber als Winkel der körperlichen 
Ecke bezeichnet werden. Man verwechſele dieſe Winkel nicht mit den an der 
Spitze liegenden und von je zwei auf einander folgenden Kanten gebildeten 
Winkeln, welche der Analogie wegen kurzweg Seiten der Körperecke genannt 
werden können. Eine körperliche Ecke heißt 3, 4, 5 u. ſ. w. „⸗kantig, wenn 
3, 4, 5 u. ſ. w. „ Kanten an ihr vorhanden find. 

Körperliche Winkel und Polygone bieten in ſofern eine Analogie dar, als 
in beiden die Seiten mit den Winkeln, die ſie bilden, beſtändig wechſeln. Sie 
unterſcheiden ſich jedoch weſentlich dadurch, daß die Seiten eines Polygons 
Längengrößen, die Seiten der körperlichen Ecke Winkelgrößen ſind, welche die 
Stelle jener vertreten. Den Winkeln des Polygons entſprechen die Neigungs⸗ 
winkel der Seitenflächen der körperlichen Ecke. In Folge dieſer Analogie können 
bei dreikantigen Ecken beſondere Arten, als: gleichſchenkelige und gleichjeitige, 
rechtwinkelige und ſchiefwinkelige, ebenſo bei den mehrkantigen reguläre und 
nicht reguläre, convexe und nicht convexe körperliche Ecken in derſelben Weiſe 
unterſchieden werden, wie bei Dreiecken und Vielecken. 


55. Erklärung. Zwei körperliche Ecken beißen nach Planim. Einl. 16 
congruent unter derſelben Bedingung, wie alle übrigen Raumgrößen, 
nämlich wenn fie ſich decken können. Sind zwei körperliche Ecken congruent, 
ſo ſind ſämmtliche Seiten und Winkel der einen Ecke den bezüglichen Seiten 
und Winkeln der andern Ecke gleich; aber nicht umgekehrt iſt mit der Gleichheit 


) Angulus solidus, angle solide. Die Franzoſen nennen den durch zwei 
Ebenen gebildeten Winkel angle diedre. 


Sa buran auen. Die Sage dreier u. mehr Eb. sen einander : 80. BT. 23 


: dieser Stücke die Deckung verbunden. diese findet nämlich nur dann Statt, 
wenn die gleichen entſprechenden Stücke in beiden körperlichen Ecken nicht 
allein in derſelben Ordnung, ſondern auch, woſern die Spitzen nach einer: 
lei Seite gekehrt find, in derſelben Richtung auf einander folgen. Iſt die 
Richtung aber eine entgegengeſetzte, fo heißen die körperlichen Ecken ſym— 
metriſch ). 


Iſt z. B. X 400 Fig. 31. 
— 4.0 8 2 5 | RB" 
4"0”CH, BOA= B J. 
B'O'A'= B"O0" A" 8 80 j 5 
4 a 
und oc er er; n 
2 He ſind 85 2 Be 


ferner die von den 

Ebenen der entfpredhenden gleichen Seiten gebildeten Winkel einander gleich, 
ſo können Fig. 2 und 1 zur Deckung gebracht werden, nicht aber 1 mit 3 
oder 2 mit 3. Es find demnach 1 und 2 congruente, dagegen 1 und 3, 
ſowie 2 und 3 ſymmetriſche Ecken. 

Zuſatz. Zwei körperliche Ecken, ſymmetriſch gegen eine dritte, ſind unter 
ſich congruent. 

Bemerkung. Auch bei congruenten Dreiecken und Polygonen, die in 
einer Ebene liegen, kann die Richtung, in der die gleichen Stücke auf einander 
folgen, entweder die nämliche in beiden Figuren oder eine entgegengeſetzte ſein. 
In beiden Fällen können aber ſolche Figuren zur Deckung gebracht werden, in 

Folge der Grundeigenſchaft der Ebene, daß ihre beiden Seiten einander völlig 
gleich ſind, alſo zur Deckung gebracht werden können. 


56. Erklärung. Verlängert man ſämmtliche Kanten einer körperlichen 
Ecke über den Scheitelpunkt hinaus, ſo heißt diejenige körperliche Ecke, welche 
die Verlängerungen als Kanten hat, die Gegenecke der erſteren. Umgekehrt 
iſt die erſte Ecke die Gegenecke der zweiten. 


57. Satz. Sämmtliche Seiten und Winkel der körperlichen Ecke ſind 
deuen der Gegenecke eutſprechend gleich, die Ecken ſelbſt find aber im 
Allgemeinen ſymmetriſch. a 

Die Gleichheit der Seiten und Winkel der koͤrperlichen Ecke und ihrer 

) Auf die Symmetrie in körperlichen Figuren überhaupt und die 
Nothwendigkeit, bei Beweiſen auf dieſelbe zu achten, hat zuerſt Legendre in 
feinen Elements de Géometrie 2. edition gehörige Rückſicht genommen. Die 
Bezeichnung ſymmetriſch rührt von ihm her. . 
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Gegenecke ergibt ſich 
unmittelbar. Bringt 
man in Gedanken die 
Gegenecke mit ihren 
Seiten und Winkeln 
auf die Ecke ſelbſt, ſo 
wird man ſie wegen 
Verſchiedenheit der 

Richtung der auf ein⸗ 
ander folgenden Stücke 
im Allgemeinen nicht 
zur Deckung bringen 
konnen; die körper⸗ 
lichen Ecken ſind alſo 
ſymmetriſch. 

Zuſatz. Iſt eine körperliche Ecke einer andern ſymmetriſch, ſo iſt ſie 
der Gegenecke dieſer congruent. 


58. Satz. Sind die Kanten einer körperlichen Ecke den Kanten einer 
andern Ecke parallel und ſämmtlich nach derſelben Seite gehend, ſo ſind 
die körperlichen Ecken einander congruent; laufen fie aber ſämmtlich nach 
der entgegengeſetzten Seite, ſo ſind die körperlichen Ecken ſymmetriſch. 

Der Beweis auf 8 und 52, Zuſatz 3 zu ſtützen. 


59. Satz. Stehen die Kanten einer körperlichen Ecke ſenkrecht auf 
den Seitenflächen einer andern, ſo ſtehen umgekehrt auch die Kanten der 
zweiten ſenkrecht auf den Seitenebenen der erſteren. 

Fig. 33. Beweis. 

Es ſeien ABCDEG und 
Abedeg zwei körperliche Ecken 
und es möge 

Ab L EAD, 

Ac L GAE, 

Ad L BAG, 
Ip a 4e A. CB, 
15 N Ag 4 ſein, 


alsdann werden auch die 
Kanten AB, 40, AD, AE 


* 


Vierter Abſchn. Die Lage dreier u. mehr. Eb gegen einander ꝛc. 57 62. 25 


und AG der Ecke BCDEGA auf den Seitenebenen eAd, Ae, bAg, cAb 
und dAc ſenkrecht ſtehen. 
Da Ab und 4e ſenkrecht auf EAD und GAR ſtehen, fo ift ſowohl bAR 
als auch cCAE = R, mithin ſteht BA ſenkrecht auf der Ebene 40. Ebenſo 
wird bewieſen, daß AD | 549 u. ſ. w. 


60. Erklärung. Stehen die Kanten einer Ecke auf den Seitenflächen 
einer andern, alſo auch die Kanten dieſer auf den Seiten jener ſenkrecht, 
und ſind ſämmtliche Kanten nach der innern Seite jener Flächen oder alle 
nach der äußern Seite derſelben gerichtet, ſo heißen dieſe Ecken reciproke 
Ecken, der Gegenſeitigkeit wegen, welche bei den in 59 und 61 ausgeſpro— 
chenen Eigenſchaften Statt finden. Dieſe Ecken werden auch wohl Supple— 
mentsecken, Polarecken genannt. 


61. 8 Reciproke körperliche Ecken ſtehen in der Beziehung zu 
einander, daß die Seiten der einen ſich mit den Winkeln der andern zu 
einem flachen Winkel ergänzen. 


Der Beweis ergibt ſich unmittelbar aus dem Zuſatze des S. 48. 


62. Satz. Die Summe zweier Seiten einer dreikantigen körperlichen 
Ecke iſt größer als die dritte Seite. 


Beweis. Es fei ABC der größte Fig. 34. 
der drei Seitenwinkel der dreikantigen 
körperlichen Ecke DACB; es iſt zu beweiſen, 
daß X DBA + DBC > ABC. 

Man ziehe in der Ebene des Winkels 5 
ABC die Gerade BE fo, daß X ABE K 
ABD wird, nehme auf den Schenkeln BD A 

und BE zwei gleiche Stücke BH und BG 
und lege durch H und 6 eine beliebige, die Kanten BA und BC in J und 
K ſchneidende Ebene. Aus der Congruenz der Dreiecke BJH und BJG folgt 
JH = JG. Da ferner nach Planim. II. 6 VX = KJ— HJ d. i. KG iſt, 
fo ergibt ſich aus der Vergleichung der Dreiecke BHK und BGK nach II. 27 
der Planim., daß X HBK > GBI iſt, woraus endlich die Richtigkeit des 
oben behaupteten Satzes ſich ergibt. 


63. Satz. Die Summe aller Seiten einer convexen körperlichen Ecke 
iſt kleiner als 4 Rechte. 


> Nee, = 
w 
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Beweis. Man durchſchneide die u Seiten der körperlichen Ecke A durch 
eine Ebene, nehme innerhalb des durch den Durchſchnitt gebildeten n-Ed8 
Fig. 35. 5CDEF einen beliebigen Punkt 
0 und verbinde denſelben mit 
den Eckpunkten B, C, D, E und F. 
Vergleicht man mit Hülfe des vor⸗ 
hergehenden Satzes die Summe 
der Winkel OCD, ODC, ODE 
u. ſ. w., welche mit den um 0 
liegenden Winkeln zuſammenge— 
nommen 2»R betragen, mit den 
Winkeln 40D, ADC, ADE, 
AED u. |. w., welche mit den an A liegenden Winkeln CAD, DAE u. |. w. 
ebenfalls zuſammen 2un betragen, jo ergibt ſich leicht die Richtigkeit der 
Behauptung. 50 
Der Beweis kann auch noch in anderer Art ohne Hülfe de Polygons 
BCDEF geführt werden; da dieſer Beweis jedoch ſpäter im II. Capitel 
Satz 26 bei den ſphäriſchen Vielecken ſein ſtrenges Analogon hat, und dem 
dort geführten nach der Bemerkung in II. 21 leicht nachgebildet werden kann, 
ſo wird deſſen Ausführung hier unterlaſſen. 


64. Satz. Die Summe aller Winkel einer convexen körperlichen Ecke 
iſt kleiner als un und größer als 2 (n — 2) fl. 


Beweis. Man denke ſich zu der nefantigen körperlichen Ecke die 
reciproke conſtruirt (60). Heißt die Summe der Winkel der gegebenen 
körperlichen Ecke S und die Summe der Seiten der reciprofen s, fo iſt: 

S+s = 2nR (61), mitbin 
a) S = 2nR. 

Da ferner (nach 63) s kleiner als 4 f, fo iſt: 

b) S D MR — 4 F, d. i. 2 (n — AR. 

Zuſatz. Die Summe aller Winkel einer dreikantigen Ecke liegt zwiſchen 
2 und 6 Rechten. 


65. Satz. In einer dreikantigen körperlichen Ecke liegen a) gleichen 
Seiten gleiche Winkel gegenüber, h) gleichen Winkeln gleiche Seiten, 
c) liegt der größern Seite ein größerer Winkel, und d) dem größern Winkel 
auch die größere Seite gegenüber. 


Vierter Abſchn. Die Lage dreier u. mehr. Eb. gegen einander ꝛc. 6368. 27 


5 3 5 Zum Beweiſe der Behauptungen ziehe man von einem beliebigen Punkte 
der Kante 00 der dreikantigen körperlichen Ecke 4800 nach Aufg. 32, 


2. Löſung, die Senkrechte CE auf Fig. 36. 
40h und beweiſe für a) die Con— 8 
8 En 6 
gruenz der Dreiecke COM und CON 8 5 
und hieraus die der Dreiecke CME 2 55 / U 
und CNE; für b) dieſe Congruenzen . > ee 0 | \ ER 
in umgekehrter Ordnung. Für e) und > 5 I. 
d) kommen die Sätze über Nichtcon⸗ 0 Bo / 'E 
gruenz in Anwendung. . 


66. Satz. Zwei dreikantige körperliche Ecken ſind congruent oder 
ſymmetriſch, wenn fie übereinſtimmen in zwei Seiten und dem von ihnen 
eingeſchloſſenen Winkel. 

Beweis. Iſt die Richtung, in der die Seiten und Winkel in beiden 
Dreiecken auf einander folgen, dieſelbe, ſo kann man die dreikantigen Ecken 
in derſelben Weiſe, wie Planim. II. 8 mit Dreiecken geſchehen iſt, zur Deckung 
bringen. Iſt dieſes nicht der Fall, ſo läßt ſich die eine der Ecken mit der 
Gegenecke der andern zur Deckung bringen. 


67. Satz. Zwei dreikantige körperliche Ecken ſind congruent oder 
ſymmetriſch, wenn fie in einer Seite und den beiden anliegenden Winkeln 
übereinſtimmen. a 

Der Beweis ähnlich dem in 66 angedeuteten. Der Satz iſt zugleich eine 
Folge des vorhergehenden durch die in 61 ausgeſprochene Eigenſchaft der 
reciproken körperlichen Ecken. 


68. Satz. Zwei dreikantige körperliche Ecken find congruent oder 
ſuymmetriſch, wenn die drei Seiten der einen paarweiſe den drei Seiten 
der andern gleich ſind. 

Man unterſuche zuerſt den Fall, wo die Reihenfolge der gleichen Seiten 
in beiden Körperecken nicht dieſelbe iſt, und führe den Beweis ganz analog 
dem Beweiſe des entſprechenden Satzes von der Congruenz der Dreiecke 
(Planim. II. 10). Der andere Fall ergibt ſich hiernach leicht durch Conſtruction 
einer Gegenecke. 


69, Satz. Zwei dreikantige körperliche Ecken find congruent oder 
ſuymmetriſch, wenn die drei Winkel der einen paarweiſe den drei Winkeln 
der andern gleich find. 4 
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Diefer Satz, der keinen analogen in der Planimetrie findet, laßt ſich re 
leicht mit Hülfe der reciproken Körperecken auf den vorhergehenden zurück 


führen, 15 


70. Aufgabe. Gegeben ſeien die drei Seiten einer dreikantigen 
körperlichen Ecke; durch eine in einer Ebene ausgeführte (fogenannte 
graphiſche) Conſtruction einen der Winkel zu finden. 


Fig. 37a. Fig. 37b. 


Auflöſung. Es ſeien 
CAB, CAD, DAB die Seiten 
der körperlichen Ecke 4, Fig. 
37a. Um einen der Winkel 


dieſer Ecke, z. B. den an der Kante 4 liegenden, durch eine ebene (d. h. 


in einer Ebene bleibende) Conſtruction zu finden, ſtelle man ſich zuvörderſt 
dieſen Winkel als Neigungswinkel der Ebenen CAB und CAD an der Ecke 
Fig. 38. ſelbſt conſtruirt vor, derſelbe ſei GEN, 

0 von den auf 40 in den genannten 

. 4 Ebenen errichteten Perpendikeln EG und 

f EA gebildet; G ſei mit H durch GH 
verbunden. Denkt man ſich nun die an 
das Dreieck AEH ſtoßenden Dreiecke 


* 8 AEG, AHG, EHG durch Umdrehung 
EI um diejenige Seite, welche jedes der: 
15 ſelben mit AEH gemein hat, alſo AEG 


N 1 durch Drehung um AE, AHG durch 


Drehung um AH, ꝛc. in die Ebene von 

N AEH gebracht, fo entſteht eine aus 
allen vier Dreiecken beſtehende ebene 

g 1 f Figur AGEG"HG' oder das mit den⸗ 


ſelben Buchſtaben bezeichnete Netz der 


Körperfigur, Fig. 37b, worin GAE, EAH, Had“ e Winkel find, 4 


N 


l 
= 


Bine Die dene Bien 15 Eb. 8 x. 69-73, 29 


. i Biene Be 40 Ad, EG" = EG, Ho- = HG. Der 
Winkel HEG“ iſt der geſuchte. Hiernach und nach nebenſtehender Zeichnung 


des 1 wird die Gonftructionäweife desſelben keine Schwierigkeit bieten. 


u 


| : Son man zwei der Neigungswinkel nach der Fig. 36 des Satzes 65 

und legt die körperliche Ecke wieder wie vorher durch Umdrehung der 
Dreiecke OCN, OCH, CEM, CEN in die Ebene des Winkels 40, fo ergibt 
ſich ein anderes Netz, deſſen Conſtruction aus der Figur 38 hinreichend 
erhellen wird. 


71. Aufgabe. Gegeben ſeien zwei Seiten und der eingeſchloſſene 
Winkel einer dreikantigen körperlichen Ecke; durch ebene Conſtruction die 
gegenüberliegende Seite zu finden. g 


Die Conſtruction leicht mit Rückſicht auf die Figur 37b in 70. 


72. Aufgabe. Gegeben ſeien die drei Winkel einer körperlichen Ecke, 
durch ebene Conſtruction eine der Seiten zu finden, 


Die Conſtruction iſt mit Hülfe des Satzes 61 von reciproken Ecken auf 
Aufg. 70 zurückzuführen. 


73. Aufgabe. Gegeben eine Seite und zwei anliegende Winkel einer 
dreikantigen körperlichen Ecke; durch ebene Conſtruction die übrigen Stücke 
zu finden. 


Die Betrachtung des in 70 ange⸗ 
wandten zweiten Netzes gibt leicht zu 
erkennen, daß & C“ EC” = AO. 
St alſo der Winkel 403 als Seiten: 
winkel gegeben, ſo conſtruire man zuerſt 
den Winkel OYEC als gegebenen Win⸗ 
kel, mache ECU = EC“, conſtruire die 
rechtwinkeligen Dreiecke CY und 
CON, ſo daß die Winkel CM und 
Cf den gegebenen Winkeln der 
Körperecke gleich werden, ziehe ferner 
MO || EC“, NO || EC“, Verlängert 
man endlich ME um MO = MC“, EN 
um N = e, verbindet C und C’ 
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mit 0, ſo ſind, wie ſich leicht nachweiſen läßt, COM und OR? die bebe 
geſuchten Seiten der körperlichen Ecke. 


74. Erklärung. Treffen drei oder mehrere Ebenen ſich der Folge 
nach, und zwar die letzte wieder die erſte, in Durchſchnittslinien, die ſämmt⸗ 
lich einander parallel ſind, ſo bleibt der von ihnen umſchloſſene Raum 
von zwei Seiten unbegrenzt und ſoll prismatiſcher Raum heißen. Die 
Ebenen heißen die Seitenflächen des prismatiſchen Raumes. 


75. Erklärung. Treſſen in gleicher Weiſe drei oder mehrere Ebenen 
ſich in Durchſchnittslinien, die ſämmtlich durch einen Punkt gehen und zu 
beiden Seiten unbegrenzt fortlaufen, ſo bilden ſie einen nach zwei Seiten 
bin ins Unendliche ſich erſtreckenden Doppelraum, welcher ein pyramidaler 
Raum genannt wird. Er iſt von der Körperecke nur darin verſchieden, daß 
er zu beiden Seiten des Durchſchnittspunktes der Linien ſich erſtreckt. 


76. Erklärung. Eine Gruppe von Geraden, die ſämmtlich durch 
einen Punkt gehen, übrigens eine beliebige Lage im Raume haben, und 
nach beiden Seiten unbegrenzt find, wird bei neuern Schriftſtellern Strab- 
lenbündel (faisceau) genannt. Der Durchſchnittspunkt ſelbſt heißt das 
Centrum des Bündels. Die einzelnen Linien desſelben heißen Strahlen. 
Auch eine Gruppe paralleler Linien läßt ſich als ein Strahlenbündel betrachten, 
wenn man einen unendlich weit gelegenen Punkt als Durchſchnittspunkt der⸗ 
ſelben anfiebt. . 5 


Fig. 40. 77. Satz. Parallele Quer⸗ 

8 ſchnitte eines prismatiſchen Rau⸗ 
mes ſind congruente Figuren. 
Die durch ſie begrenzten Theile 
der Seitenflächen ſind Parallelo⸗ 
gramme. 


Die So ftügen ſich auf 
Satz 39, S. 8 und auf Plan. . 32. 


78. Satz. Sind in einem 
vierſeitigen prismatiſchenRaume 
je zwei gegenüber ſtehende Ebenen einander parallel, ſo iſt der Durchſchnitt 
mit einer beliebigen Ebene ein Parallelogramm. 


de Saale, Raumes. A ‚einander 
parallel. Um zu beweiſen, daß die 
Polygone BDG und bag einander ähn⸗ 
lich find, wende man S. 39, S. 8 und 
9 155 SE an. 


80. Ent Bei einem e 
Raume verhalten ſich die Inhalte der 
Parallelſchnitte wie die Quadrate der pr 
vom Scheitel an gerechneten Abſchnitte der Strahlen, oder wie die Quadrate Re 
der Entfernungen der Ebenen der Querſchnitte vom Scheitel. 


Der Beweis mit Hülfe von Planim. V. 39 und V. 82 zu führen. e 
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II. Capitel. 


Lehre von der Kugelfläche. Sphärik. 


Erſter Abſchnitt. 


Erklärungen und Haupteigenſchaften der Kreiſe auf der Kugelfläche. 


1. Erklärung. Die Kugel, Sphäre, iſt eine körperliche Figur, die 
von einer einzigen Fläche ringsum ſo begrenzt iſt, daß alle Punkte in dieſer 
Fläche von einem Punkte innerhalb jenes Raumes gleich weit entfernt ſind. 
Die begrenzende Fläche iſt die Oberfläche der Kugel, der davon überall 
gleich weit abſtehende Punkt im Innern der Mittelpunkt oder das 
Centrum der Kugel. 

Man kann ſich denken, die Kugel entſtehe durch vollſtändige Umdrehung 
eines Halbkreiſes um den ihn begrenzenden Durchmeſſer, wobei die Peripherie 
des Halbkreiſes die Oberfläche beſchreibt. Die Begriffe des Radius, der 
Sehne und des Durchmeſſers einer Kugel entſprechen denen eines Kreiſes. 
Die Endpunkte eines Durchmeſſers heißen Gegenpunkte ?) auf der Kugel. 


Zuſatz 1. Alle Halbmeſſer einer Kugel find einander gleich; ebenſo alle 
Durchmeſſer. 

Zuſatz 2. Die Kugelfläche hat nur einen Mittelpunkt. Der Beweis 
hierfür iſt dem in Planim. III. 2 für den Kreis geführten ganz entſprechend. 


2. Satz. Eine Gerade kann eine Kugelfläche in nicht mehr als zwei 
Punkten treffen. 
Beweis entſprechend dem in Planim. III. 10. 


3. Satz. Der Durchſchnitt einer Kugelfläche mik einer beliebigen 
Ebene iſt ein Kreis. 


) Beiſpiele von Gegenpunkten find Nord- und Südpol der Erd: und der 
Himmelskugel, Zenith und Nadir. 


Erſter Abſchn. Erkl. u. Haupteigenſchaften d. Kreiſe auf d. Kugelfl. 1—5. 33 
Man beweiſe den Satz zuerſt für den Fig. 42. 
Fall, daß die Ebene 430 durch den 
Mittelpunkt C der Kugel geht. Geht die 
Durchſchnittsebene EGH nicht durch den 
Mittelpunkt, fo fälle man von demſelben 
die Senkrechte CO auf die Ebene und verbinde 
zwei beliebige Punkte E und 6 der Durch⸗ 
ſchnittslinie ſowohl mit O als mit C. Leicht läßt 
ſich alsdann nachweiſen, daß 0E = 0 iſt. 
Zuſatz. Alle Punkte innerhalb des 
Durchſchnittskreiſes liegen dem Mittelpunkte 
der Kugel näher, als die Punkte ihrer Oberfläche, alle außerhalb des Kreiſes 
in feiner Ebene liegenden Punkte ſtehen von C weiter ab, als der Halbmeſſer 
der Kugel beträgt. Der von der Kreislinie begrenzte Theil liegt daher ganz 
innerhalb der Kugel, der übrige außerhalb. Die Oberfläche der Kugel iſt 
alſo eine überall gekrümmte Fläche, d. h. eine Fläche, wovon nicht der kleinſte 
Theil eben iſt. 


4. Satz. Kugelkreiſe, deren Ebenen durch den Mittelpunkt der Kugel 
gehen, ſind gleich und die größten unter allen. Die übrigen Kugelkreiſe 
ſind um ſo kleiner, je weiter ihre Ebenen vom Mittelpunkte abſtehen. 


Der Beweis iſt einfach. Daran knüpft ſich die folgende Erklärung. 


5, Erklärung. Ein Kugelkreis, deſſen Ebene durch den Mittelpunkt 
der Kugel geht, heißt ein größter Kreis (Circulus maximus). Die übrigen 
Kreiſe heißen kleine Kreiſe *). 


Zuſatz 1. Durch zwei Gegenpunkte können unzählige größte Kreiſe 
gelegt werden; durch zwei Punkte dagegen, die nicht Gegenpunkte ſind, kann 
nur ein größter Kreis gelegt werden. 


Zuſatz 2. Heißt AR der Radius der Kugel, d die Entfernung der 
Ebene eines Kugelkreiſes vom Mittelpunkte der Kugel, „der Radius desſelben, 
fo iſt R = de + r?. Wird d kleiner, fo wird r größer und umgekehrt. 
Vergl. Planim. III. 15. 16. 


) Beiſpiele von größten Kreiſen find: Horizont, Meridiankreis, Scheitel: 
kreis, Aequator der Himmels: und der Erdkugel, von kleinen Kreiſen die 
Parallelkreiſe der Erdkugel, die Wendekreiſe, Polarkreiſe. 

Heis u. Eſchweiler. II. 3 
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6. Satz. Die Kugel und ihre Oberfläche wird durch jeden größten 
Kreis in zwei congruente Theile getheilt, die Halbkugeln heißen. 


7. Satz. Je zwei größte Kreiſe ſchneiden ſich in zwei Gegenpunkten 
der Kugel und werden von ihnen halbirt *). k 
Der Beweis ergibt ſich leicht aus dem Begriffe des größten Kreiſes. 


8. Satz. Ein größter Kreis und ein kleiner Kreis, ſowie zwei kleine 
Kreiſe können ſich nicht gegenſeitig halbiren. 
Der Satz iſt indirect zu beweiſen. 


9. Erklärung. Unter ſphäriſcher Entfernung zweier Punkte der 
5 Kugelfläche iſt der von dieſen Punkten begrenzte kleinere Bogen eines größten 
E Kreiſes zu verſtehen. 
. Zuſatz 1. Die ſphäriſche Entfernung zweier Gegenpunkte von einander 
iſt ein halber größter Kreis. 

Zuſatz 2. Die ſphäriſche F zweier Punkte A und h iſt der 
ſphäriſchen Entfernung ihrer Gegenpunkte A‘ und B’ gleich **), 
5 Beweis leicht mit Hülfe der gleichen Scheitelwinkel. 


10, Satz. Die ſphäriſche Entfernung zweier Punkte der Kugelfläche 
iſt kleiner als jeder von dieſen Punkten . Bogen eines kleinen 
Kreiſes. (Fig. 43.) 

Fig. 43. Beweis. Die Punkte ſeien A und B, der ſie 

6 verbindende Bogen eines größten Kreiſes ſei AMB, 

25 der Mittelpunkt der Kugel C. Man bringe den Sector 

1 a: des durch A und B gehenden Bogens eines kleinen 

\ Kreiſes durch Umdrehung um die gemeinſchaftliche 5 

N Sehne AB in die Ebene des größten Kreiſes und es 93 

N AN ſei O der Mittelpunkt, ANB der Bogen dieſes kleinen 1 
AU Kreiſes. Der Mittelpunkt 0 muß aber nothwendig 
* ; N innerhalb des Dreieckes 40 fallen, der Bogen 
* Ah des kleinen Kreiſes aber außerhalb des Sectors 4g; der Bogen ANB 
wird alſo den Bogen AMB umſchließen. Da nun beide Bogen convexe 

Linien ſind, denen man ſich durch eingeſchriebene gebrochene ſo weit nähern 


) Beiſpiel: Der Aequator des Himmels und der Horizont halbiren ſich. 
*) Beiſpiel: Die Entfernung des Zeniths vom Nordpol des Himmels iſt 
gleich der Entfernung des Nadirs vom Südpol. 


5 a als man wil, ® it mit Nädfiht auf den in Planim. VII. 14 
aufgeſtellten Satz Bogen AMB — Bogen ANB. 


Verlangt man einen Beweis, der von dieſer die Fig. 44. 
Näherung betreffenden Annahme unabhängig iſt, fo 15 
iſt er folgender: (Fig. 44.) 8 . \ 
Zwiſchen den Schenkeln des Winkels 40e ſei 1 N 
um C als Mittelpunkt und mit einem Radius C = SS 


OA ein dritter Bogen PO beſchrieben. Es iſt dann 27 
Bogen AB: POR= CA: CP = Sehne AB : 7 * 
Sehne PR. Da aber ANB und POR Bogen find, EN, 
welche Kreiſen von einerlei Radius angehören und N 

Bogen in größerm Verhältniſſe zu einander ſtehen, als ihre Sehnen (Plan. 
IX. 41.), jo iſt Bogen ANB: POR > Sehne AB : PR, folglich auch 
AMB : POR — ANB : POR und daher Bogen AR = ANB. 

11. Satz. Steht ein Durchmeſſer einer Kugel auf der Ebene eines 
größten oder eines kleinen Kreiſes ſenkrecht, ſo hat jeder ſeiner Endpunkte 
von allen Punkten des größten oder kleinen Kreiſes gleiche ſphäriſche 
Entfernungen. (Fig. 45.) 

Es ſtehe EG ſenkrecht auf der Ebene Fig. 45. 
des größten Kreiſes AKD und des kleinen 
Kreiſes HN; EJKG und EHAG ſeien 
zwei die genannten Kreiſe in 4, K und 
in H, J ſchneidende größte Kreiſe. Daraus, 
daß X ECA = ECK = R ergibt ſich 
unmittelbar EA = EK. Aus der Con: 
gruenz der Dreiecke COH und COJ ergibt 
ſich ferner X HCO = JCO, alſo Bogen 
HE = JE. 

Der ſenkrechte Durchmeſſer EG führt 
den Namen Ach ſe des größten oder des kleinen Kreiſes. 

12. Erklärung. Steht der Durchmeſſer EG der letzten Figur auf 
den Ebenen der Kreiſe AKD und H ſenkrecht, jo kann man ſich vorſtellen, 
dieſe Kreiſe ſeien durch Umdrehung eines Bogens EA oder EH um den feſten 
Endpunkt E des Durchmeſſers EG oder des Bogens GA, GH um den feſten 
Punkt 6 beſchrieben. Die Punkte E und 6 werden deßhalb die ſphäriſchen 
Mittelpunkte (auch Pole) dieſer Kreiſe, die Bogen EA und EH oder GA 


und GH die ſphäriſchen Radien genannt. Jeder Kreis auf der Kugel hat 
5 3 * 
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demnach zwei ſphäriſche Mittelpunkte und zwei ſich zu 180° ergänzende ſphäriſch 
Radien. Sind die ſphäriſchen Radien einander gleich, ſo iſt jeder ei 
Quadrant, und der Kreis iſt ein größter K Kreis, Zwei Kreiſe der Kugelfläche, 5 
deren Ebenen parallel ſind, heißen kurz Parallelkreiſe. Zwei Parallelkreiſe 9 1 

7 haben eine gemeinſchaftliche Achſe, deren Endpunkte ihre gene deer 5 5 
* ſphäriſchen Mittelpunkte ſind. f 


13. Aufgabe. Durch vier nicht in einer Ebene liegende vr 
die Kugel zu legen. 


Leicht vermittelſt Satz 3. 4 
14. Satz. Der Durchſchnitt zweier Kugelflächen iſt ein Kreis. Die 5 
Centrale beider Kugeln ſteht auf der Ebene des Durchſchnittskreiſes im 1 
Mittelpunkte ſenkrecht. 3 | 1 


Beweis. Fällt man von zwei beliebigen Durchſchnittspunkten der 
Kugelflächen eine Senkrechte auf die Centrale derſelben, ſo läßt ſich leicht h 
nachweiſen, daß die Fußpunkte der Perpendikel in einem Punkte zuſammen⸗ 5 ; 
fallen, und daß die Perpendikel einander gleich 18 5 2 ee der 2 
Behauptung ergibt ſich hieraus leicht 


15. Satz. Eine Gerade ſenkrecht auf dem Radius einer Kugel in 
dem Endpunkte desſelben hat mit der Kugelfläche nur einen Punkt gemein⸗ 
i ſchaftlich, iſt alſo eine Tangente. Ebenſo hat eine Ebene, ſenkrecht auf 
Bi dem Radius einer Kugel im Endpunkte desſelben, nur einen Punkt mit 
3 der Kugelfläche gemeinſchaftlich, iſt alſo eine Tangentialebene. ö 

Die Beweiſe entſprechen denen der Planim. III. 12. 8 

Zuſatz. Umkehrung. Vergl. Planim. III. 12, Zuſ. 1, 2, 3. 


ka 16. Den Kreisſätzen der Planim. III. 25—30 entſprechen was. für 
= g die Kugel. 


Zweiter Abſchnitt. 


Die ſphäriſchen Winkel und das ſphäriſche Zweieck. 


17. Erklärung. Unter dem Winkel, den zwei ſich durchſchneidende 8 
Kreisbogen bilden, iſt der Winkel zu verſtehen, den ihre am Durchſchnitts⸗ 


unkte gezogenen Tangenten mit einander bilden. Um aljo Ban Winkel zu 


: 705 „ der Ebenen der beiden 


muspuntte 15 bilden, a man nur in der Ebene eines 


| egen, zu errichten, AM und AN. Fig. 46, 
8 mA N iſt alsdann der Winkel der Bogen 
AD und AB, Derſelbe Winkel ift der M A 


größten Kreiſe (J. 47). Conſtruirt man 
dieſen Neigungswinkel am Mittelpunkte der 
Kugel, ſo entſpricht demſelben ein Bogen 
.DE, der ſich zur ganzen Peripherie verhält 
wie DCE zu 4 R, Es hat alfo der Winkel 
zweier Bogen größter Kreiſe auf der 
Kugel zum Maße einen dritten ſolchen 
Bogen, welcher die Endpuntte D und E der 90° lang genommenen Schenkel⸗ 
bogen jenes Winkels A verbindet. 

Sul ab. Die Scheitelwinkel zweier ſich ſchneidenden größten Rue find 

Eder gleich. 


# 


Der Beweis ergibt ſich unmittelbar aus der Figur. 


18. Erklärung. Ein von zwei größten Kreiſen begrenzter Theil 
der Kugelfläche heißt ein ſphäriſches Zweieck. Ein ſphäriſches Zweieck 
hat alſo zwei Seiten, die Halbkreiſe ſind, und zwei Winkel. Zwei größte 
Kreiſe bilden, wenn ſie vollſtändig ſind, auf der Kugelfläche vier Zweiecke. 

Zuſatz. Die Winkel eines Zweieckes ſind jedesmal einander gleich. 


19. Satz. Alle größten Kreiſe, welche durch den ſphäriſchen Mittel- 
punkt eines andern größten Kreiſes gehen, ſtehen auf dieſem letzteren 
ſenkrecht * 

g Der Beweis leicht durch Conſtruction des Winkels beider Bogen zu führen. 

Zuſatz 1. Stehen zwei größte Kreiſe ſenkrecht auf einander, fo geht 
der eine ne durch den ſphäriſchen Mittelpunkt des andern. 


) Beifpiele: Alle durch das Zenith gehende größte Kreiſe, Scheitelkreiſe 
Re ftehen auf dem Horizonte ſenkrecht; alle durch einen Pol des Himmels 
gehende größte Kreiſe, Declinationskreiſe genannt, ſtehen auf dem Aequator 
des Himmels ſenkrecht. Die Meridiane der Erdkugel ſtehen auf dem Aequator 
der Erde ſenkrecht. 


ndikel auf dem Radius CA nad) derſelben Seite hin, nach der 
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Zuſatz 2. Steht ein Quadrant auf einem durch den einen ſeiner 8 
Endpunkte gehenden größten Kreiſe ſenkrecht, ſo iſt der andere Endpunkt der * 
ſphäriſche Mittelpunkt jenes Kreiſes. N 

Zuſatz 3. Stehen zwei größte Kreiſe ſenkrecht auf einem dritten, ſo 
iſt der Durchſchnittspunkt der beiden erſten der ſphäriſche Mittelpunkt des 
dritten. 


20. Satz. Der Winkel zweier größten Kreiſe iſt entweder der Ent⸗ 
fernung ihrer ſphäriſchen Mittelpunkte gleich, oder ergänzt dieſelbe zu | 
einem Halbkreiſe ). 2 

Der Beweis iſt auf I. 48 zu ſtützen. 


Dritter Abſchnitt. 


Das ſphäriſche Dreieck. 


21. Erklärung. Ein ſphäriſches Dreieck iſt ein von drei Bogen 
größter Kreiſe begrenzter Theil der Kugeloberfläche. Durchſchneiden ſich drei 
größte Kreiſe und ſind ſie vollſtändig, ſo wird die ganze Kugelfläche in acht 
Dreiecke zerlegt. 2 

Dieſe acht Dreiecke find ABC, ABD, 
BCG, BDG, ACE, CEG, ADE, DES. 
Wird ein Theil der Kugelfläche von mehr 
als drei Bogen größter Kreiſe begrenzt, ſo 
heißt er ein ſphäriſches Vieleck oder 
Polygon. — Winkel, Seiten der ſphäri⸗ 
ſchen Vielecke. Gleichſchenkelige, gleichſeitige, 
ungleichſeitige Dreiecke. 

Jedem ſphäriſchen Vielecke entſpricht ® 
ein körperlicher Winkel am Mittelpunkte der 1 
Kugel. Die Kanten dieſes körperlichen 
Winkels ſind die nach den Ecken des Vieleckes gezogenen Radien. Die 
Seiten des ſphäriſchen Vieleckes entſprechen den Seiten der körperlichen Ecke 


Fig. 47. 


) Beiſpiele: An der Himmelskugel iſt die Entfernung des Nordpols vom 
Pole der Ekliptik gleich der Neigung der Ekliptik gegen den Aequator. Die r 
Aequatorhöhe iſt gleich der Polardiſtanz des Zeniths. N 


“= einſtimmung wegen laſſen ſich alle Sätze über Kör⸗ 


und v ind 5 Naß BER die Winkel des wöä⸗ 


— 


riſchen Vieleckes ſind zugleich die Neigungswinkel 
der Seitenflächen der körperlichen Ecke. Dieſer Ueber⸗ 


perecke auf die der ſphäriſchen Vielecke übertragen 
und in entſprechende für dieſe umſetzen. 

Bemerkung. Obgleich ſphäriſche Dreiecke und 
überhaupt Figuren mit Seiten möglich ſind, welche 
Halbkreiſe oder noch größer als dieſe, oder deren innere 
Winkel größer als 180° find, fo iſt doch deren Betrachtung überflüffig, da 
ſolche Figuren ganz leicht auf andere ſich zurückführen laſſen, worin jede Seite 
kleiner als ein Halbkreis, und jeder Winkel kleiner als 180° iſt. Es iſt daher 
im Folgenden überall nur von Figuren der letzten Art zunächſt die Rede. 
Zwei nächſte Ecken einer Figur ſind daher nie Gegenpunkte. 


22. Erklärung. Gegendreieck, Gegenvieleck eines ſphäriſchen 
Dreieckes oder Vieleckes iſt ein zweites Dreieck oder Vieleck, deſſen Ecken 
Gegenpunkte der Ecken des erſten ſind. Es entſprechen die Gegenvielecke den 
Gegeneden (I. 56), GED, Fig. 47, ift alſo das Gegendreieck zu ABC. 


Zuſatz. Gegenvielecke ſtimmen zwar in den Seiten und Winkeln 
völlig überein, können jedoch im Allgemeinen nicht zur Deckung gebracht 
werden, ſind alſo ſymmetriſch. 


23. Erklärung. Verlängert man zwei Seiten eines Dreieckes über 
die Endpunkte der dritten Seite hinaus, bis ſie ſich zum zweiten Male treffen, 
ſo entſteht ein zweites Dreieck, welches Nebendreieck des erſteren heißt. 
Verlängert man aber zwei Seiten eines Dreieckes über ihren gemeinſchaftlichen 
Endpunkt hinaus, bis ſie mit der verlängerten dritten Seite zuſammentreffen, 
ſo heißt das ſo gebildete Dreieck das Scheiteldreieck jenes erſten. Das 
Dreieck ABC (Fig. 47) hat alſo drei Nebendreiecke BCG, ABD und 40 
und drei Scheiteldreiecke BDG, CEG und ADE. 


24. Satz. Zwei Nebendreiecke ſowohl, als zwei Scheiteldreiecke haben 
eine Seite und den dieſer Seite gegenüberſtehenden Winkel gleich; die 
übrigen Seiten und Winkel ergänzen ſich aber paarweiſe zu 180°, 


Der Beweis ergibt ſich leicht unmittelbar aus der Figur. 


25. Satz. Zwei Seiten eines ſphäriſchen Dreieckes ſind zuſammen 
genommen größer, als die dritte Seite. 
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Zufas. Der Unterſchied zweier Seiten iſt kleiner als die dritte Seite. a 


Die Beweiſe ergeben ſich unmittelbar aus I. 62. 


26. Sat, Der Umfang eines ſphäriſchen Dreieckes, überhaupt eines 
ſphäriſchen Vieleckes, iſt kleiner, als ein größter Kreis. 
Der Beweis ergibt ſich aus I. 63. Ein zweiter Beweis ergibt ſich durch 


folgende Betrachtung: 
Verlängert man zwei Seiten AB und DC eines 


„Eckes, ABCDE, zwiſchen welchen eine dritte liegt, 
über die Endpunkte der letztern hinaus, bis ſie ſich 
treffen, jo entſteht ein n—1-Ed, von dem ſich zeigen 
läßt, daß fein Umfang größer, als der des n-Edes iſt. 
h Geht man auf dieſe Weiſe vom »—1:Ed zum n—2, 

n—3 u. f. w. «Ede über, jo gelangt man zum Dreiecke 
und endlich zum Zweiecke, deſſen Umfang gleich der Peripherie eines größten 
Kreiſes iſt. Da bei abnehmender Zahl der Seiten dieſe Vielecke an Umfang 
zunehmen, ſo hat alſo das Zweieck den größten Umfang, d. h. die Peripherie 
eines größten Kreiſes. 


Fig. 49. 


27. Satz. Sind die Ecken eines Dreieckes die ſphäriſchen Mittel⸗ 
punkte der Seiten eines andern Dreieckes, ſo ſind auch umgekehrt die Ecken 
des letztern Dreieckes die ſphäriſchen Mittelpunkte der Seiten des erſtern. 


Fig. 50. Es ſei ABC (Jig. 50) ein 
ſphäriſches Dreieck, A'B’C’ 
ein zweites, und es ſeien 
A, B und C die ſphäri⸗ 
ſchen Mittelpunkte der 
Seiten B’C’, A’C' und 
A5“ des zweiten Drei⸗ 
eckes; die Punkte A’, B 
und C“ werden alsdann 
umgekehrt die ſphäriſchen 
Mittelpunkte der Seiten 
des Dreieckes ABC ſein. 
Der Beweis fällt mit dem 
frühern in I. 59 aufge⸗ 
ſtellten zuſammen, wenn 


n 0 dem Ei von der den Körpers an die Stelle der Seiten⸗ 
ächen der Ecken die Seiten der Dreiecke u. ſ. w. ſetzt. Der Beweis ergibt ſich 

auch unmittelbar an der F Figur. 4 (Fig. 51) iſt gig. 51. 

ſphäriſche Mitte von B’C“, alſo 40, = 900, 
ferner iſt E ſphäriſche Mitte von 40, 
mithin 50, = 90. Da nun ſowohl 
CA als CB = 90%, fo iſt C“ ſphäriſche 
Mitte von AB. 


28. Erklärung. Da die drei Kreiſe, welche durch je zwei der 


Punkte A‘, B! und C“ gehen, die ganze Kugeloberfläche in 8 Dreiecke theilen, jo 
gibt es eben ſo viele Dreiecke, deren Ecken ſphäriſche Mittelpunkte der Seiten 
des Dreieckes ABC ſind. So gehören in obiger Fig. 50 zu den drei größten 
Kreiſen ABab, AC e und BCbe, welche die Kugeloberfläche in 8 Dreiecke 
ABC, ABc, ACb, BCa, abC, ach, bed und abe theilen, drei andere größte Kreiſe 
A'B’a’b‘, AC ale, und B’C’b‘e‘, deren Durchſchnittspunkte je zwei und zwei, 
nämlich A’ und a‘, B’ und b‘, C“ und e“ bezüglich ſphäriſche Mittelpunkte 
der drei erſten Kreiſe ſind; mithin ſind auch umgekehrt die Durchſchnittspunkte 
dieſer letztern die Mittelpunkte des zweiten Syſtems von größten Kreiſen, 
welche die Kugeloberfläche abermals in acht Dreiecke theilen. Als reciprok 
ſtellen ſich folgende Dreiecke heraus: 5 
1) ABC und A’B’C', 2) ABe und A'B’c‘, 3) BCa und BC 4) CAb 
und C’A’b‘, 5) abe und abe, 6) abe und a’b’C‘, 7) bed und b’ciA‘, 
8) caB und cla. 
2 Von den beiden Mittelpunkten der Seite oder des Kreiſes BC liegt aber 
nur einer, nämlich A‘, mit dem Dreiecke ABC auf derſelben durch BC 
gebildeten Halbkugel. Dieſer Mittelpunkt 4“ heiße zum Unterſchiede von 
feinem Gegenpunkte der homologe Mittelpunkt von BC, desgleichen iſt 
B’ der homologe von 40, C' der von AB. Dann iſt aber unter den 
erwähnten 8 Dreiecken A’B’C’ allein dasjenige, deſſen Ecken alle drei homo— 
loge Mittelpunkte der Seiten des Dreieckes ABC find. Zwei Dreiecke, wie 
ABC und A’B’C‘ von der Beſchaffenheit, daß die Ecken des einen ſphäriſche 
homologe Mittelpunkte der Seiten des andern find, heißen reciprofe 
Dreiecke (auch wohl Polardreiecke). Die den Dreiecken ABC und A’B'C' 
entſprechenden körperlichen Ecken ſind aber nach dem in J. 60 aufgeſtellten 
Begriffe reciproke körperliche Ecken. Nach jenem Begriffe der reciproken Ecke 
könnte man aber auch das Gegendreieck von A’B’C’, nämlich ae, das 
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reciproke Dreieck von ABC nennen. Der Begriff der Reciprocität kann auch 5 


auf ſphäriſche Polygone ausgedehnt werden. 


29. Satz. Zwei reciproke ſphäriſche Dreiecke und Vielecke ſtehen in 


einem ſolchen Zuſammenhange mit einander, daß jede Seite des einen den 
entſprechenden Winkel des andern zu 180° ergänzt. 

Der Beweis ſtützt ſich auf Satz 20 dieſes Capitels oder auf I. 61. 

Will man ſich an ſphäriſche Dreiecke 
halten, fo verlängere man, wo nöthig, nur 
zwei Seiten des einen der reciproken Drei⸗ 
ecke ABC und A’B’C' bis zum Zuſammen⸗ 
treffen mit der dritten Seite des anderen, 


Fig. 52. 


dann iſt BE = 90%, DC = 90, daher 
BC + DE = 180°. Nach 17 ift aber 
der Bogen DE das Maß des Winkels A‘, 
mithin iſt BC ＋ <& A = 180°. 


Zuſatz 1. Iſt ein Winkel eines Dreieckes ein rechter, jo hat das | 


reciproke Dreieck eine Seite, welche ein Quadrant ift. 

Zuſatz 2. Stimmen zwei Dreiecke in allen Seiten und Winkeln 
überein, ſo ſtimmen auch ihre reciproken Dreiecke in allen Winkeln und 
Seiten überein. 


Beweiſe leicht. 


30. Satz. Die Summe aller Winkel eines convexen ſphäriſchen 


u⸗Eckes iſt größer als 2 (/ 2) R und kleiner als 2 „ N. 
Der Beweis ergibt ſich unmittelbar aus I. 64. 


Zuſatz. Die Summe aller Winkel eines ſphäriſchen Dreieckes liegt 
zwiſchen 2 und 6 Rechten. 


31. Satz. Die Summe zweier Winkel eines ſphäriſchen Dreieckes 
iſt kleiner, als der um zwei Rechte vermehrte dritte Winkel. 


Beweis. Es ſei ABC ein ſphäriſches Dreieck, ABC’ das reciprofe 


Dreieck, alsdann ift: \ 
AB + A= B, mithin 
2 N — C2 R- B22 R — 4, folglich: 5 
2 R ＋ 42A. 


2: 


z. B. AB’ und 4,0“ bis D und E auf BC, 


Dritter Abfehmitt Das fohärifche Dreick. 9-35. 43 


na äußerer Winkel an einem ſphäriſchen Dreiecke iſt 


h keeiner, als die Summe der beiden ihm gegenüber ſtehenden innern Winkel, 
und größer als ihr Unterſchied. 


Die Beweiſe ergeben ſich mit Hülfe von 30. Zuf. und 31. 


33. Erklärungen. a) Iſt ein Winkel eines ſphäriſchen Dreieckes ein 
rechter, ſo heißt es in Beziehung auf ihn rechtwinkelig. Ein ſphäriſches 
Dreieck kann in Beziehung auf nur einen, auf zwei, auf drei Winkel recht⸗ 
winkelig ſein. b) Iſt eine Seite eines Dreieckes ein Quadrant, ſo heißt es 
in Bezug auf dieſe Seite ein rechtſeitiges. e) Stimmen zwei ſphäriſche 
Dreiecke in allen Seiten und Winkeln der Ordnung nach überein, und folgen 
die gleichen Stücke in gleicher Richtung aufeinander, ſo heißen ſie congruent. 
d) Stimmen aber zwei ſphäriſche Dreiecke in allen Seiten und Winkeln der 
Ordnung nach überein, iſt die Richtung aber, in welcher die gleichen Stücke 
auf einander folgen, eine entgegengeſetzte, ſo laſſen ſie ſich im Allgemeinen 
nicht ſo aufeinander legen, daß ſie ſich decken, und in dieſem Falle heißen ſie 
ſymmetriſch. h 

Zuſatz. Zwei Gegendreiecke ſind immer ſymmetriſch. Um alſo zu 
einem Dreiecke das ſymmetriſche zu conſtruiren, hat man nur nöthig, das 
Gegendreieck zu bilden. 


34. Satz. Stimmen zwei ſphäriſche Dreiecke in zwei Seiten und dem 
von ihnen gebildeten Winkel überein, ſo ſtimmen ſie auch in der dritten 
Seite und den beiden übrigen Winkeln überein, ſind alſo entweder congruent 
oder ſymmetriſch. ; 

Der Beweis ift entweder auf I. 66 zurückzuführen, indem man die den 
ſphäriſchen Dreiecken entſprechenden Körperwinkel conſtruirt oder direct durch 
Aufeinanderlegen, entſprechend Planim. II. 8, zu führen, wobei man aber noch 
den Fall der Symmetrie der Dreiecke zu berückſichtigen hat. Man zeige näm⸗ 
lich in dieſem Falle, daß das eine Dreieck congruent iſt dem Gegendreiecke des 
andern. 


35. Satz. Stimmen zwei ſphäriſche Dreiecke in einer Seite und den 
beiden daran liegenden Winkeln überein, ſo ſtimmen ſie auch in dem dritten 
Winkel und den beiden übrigen Seiten überein und ſind entweder congruent 
oder ſymmetriſch. 

Die Beweiſe find eboͤnſo zu führen, wie die für Satz 34. Durch die 
Eigenſchaft der reciproken Dreiecke kann übrigens dieſer Satz auch auf den 
vorhergehenden zurückgeführt werden. 


Be PIERRE 
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Winkel ir und umgekehrt. 


Der Beweis iſt auf J. 65 zu ſtützen. Entſprechend dem Beweiſe für da b 
ebene Dreieck in der Planim. U, 2 kann auch der Beweis geführt wer en, 
wenn man zu dem gegebenen Dreiecke das Gegendreieck conſtruirt. 


37. Satz. Stimmen zwei ſphäriſche Dreiecke in den drei Seiten 
überein, ſo ſtimmen ſie auch in den drei Winkeln überein und Ir entweder. 
congruent oder ſymmetriſch. i i 

Der Beweis wie 34 oder auch entſprechend Blanim. II. 10. 2 


— 


38. Satz. Stimmen zwei ſphüriſche Dreiecke in den drei Winkeln 

überein, ſo ſtimmen ſie auch in den drei Seiten überein und ſind entweder : 

congruent oder ſymmetriſch. a 
Mit Hülfe der reeiprofen Dreiecke zu beweiſen. 


39. Satz. Ungleichen Seiten eines ſphäriſchen Dreieckes ſtehen auch 85 
ungleiche Winkel gegenüber und zwar der größeren Seite ein größerer 
Winkel und umgekehrt. 

Der Beweis ift auf L 65 zu ſtützen. 


40. Satz. Unter allen Bogen größter Kreiſe, die ſich von einem 
Punkte außerhalb des ſphäriſchen Mittelpunktes eines größten Kreiſes 
nach dieſem hinziehen laſſen, iſt der ſenkrechte, wenn er kleiner als ein 
Quadrant iſt, der kürzeſte, und wenn er größer als ein Quadrant it, der 
längſte. (Fig. 53.) f 

Es ſei BECD ein größter Kreis, 
0 deſſen ſphäriſcher Mittelpunkt; der 
durch 0 gehende größte Kreis fteht alſo 
auf BEC ſenkrecht. Zieht man von 
einem beliebigen zwiſchen O und BDE 
liegenden Punkte 4 nach BECD einen 
Bogen eines größten Kreiſes 46, fo 
läßt ſich leicht, wenn man noch den 
Quadranten 00 zieht, mit Hülfe von 39 
nachweiſen, daß AD 5 46 AE ſei 

Zuſatz. Der Bogen AE bildet alſo den kürzeſten Abſtand des Punktes 
A von dem größten Kreiſe BECD und wird la der j EB au Aba id 
des Punktes A vom Bogen KB W 5 a 


Fig. 53. 


nr 1 ht. ein größter ett ae dem u eines andern in 

ſſen Mitte ſenkrecht, fa hat jeder Punkt des erſteren von den Endpunkten 
des Bogens gleiche ſphäriſche Abſtände, jeder Punkt außerhalb jenes 
a ie aber hat ungleiche Abſtände. * 


9 
a Der Beweis des erſten Theiles iſt auf 34, der des zweiten Theiles 
e auf, 25 zu gründen, 


| 1 a 5. Der Ort aller Punkte auf der Kugel, die von zwei Punkten 
derſelben gleiche ſphäriſche Entfernungen haben, iſt ein größter Kreis, der auf 
dem die Punkte verbindenden Bogen in deſſen Mitte ſenkrecht ſteht. 


42. Satz. Halbirt ein größter Kreis den Winkel zweier anderer, ſo 
hat jeder Punkt des erſteren gleiche Abſtände von den beiden letzteren. 


Beweis. Die beiden durch die Schenkel des halbirten Winkels, die Hal⸗ 
birungslinie und die Abſtände gebildeten Dreiecke ſind ſymmetriſch. Geſetzt, ſie 
ſeien nicht ſymmetriſch, alsdann ließe ſich nach 34 ein Dreieck conſtruiren, 
welches einem derſelben ſymmetriſch wäre u. ſ. w. 


43. Aufgabe. Durch eine ſphäriſche Conſtruction a) auf einem 
gegebenen Vogen eines größten Kreiſes in einem gegebenen Punkte des⸗ 
ſelben die Senkrechte zu errichten, b) von einem Punkte außerhalb eines 
größten Kreiſes die Senkrechte auf denſelben zu ziehen, e) einen gegebenen 
Winkel in zwei gleiche Theile zu theilen. 


Die Conſtructionen entſprechen denen der Planim. II. 23. 24. 22. 


44. Aufgabe. Den ſphäriſchen Mittelpunkt a) des einem ſphäriſchen 
Dreiecke umgeſchriebenen, b) des demſelben eingeſchriebenen Kreiſes zu 
finden. 


Die Conſtructionen gleich denen der Planim. III. 32 und 33. Auf der 
Kugelfläche gibt es acht Kreiſe, welche die Seiten des Dreieckes ſelbſt oder deren 
Verlängerungen berühren. 


45. Satz. Geht eine Seite eines ſphäriſchen Dreieckes durch die ſphä⸗ 
riſche Mitte des umgeſchriebenen Kreiſes, ſo iſt der gegenüber ſtehende Winkel 
der Summe der beiden andern Winkel gleich. 


Zum Beweiſe verbinde man den ſphäriſchen Mittelpunkt des Kreiſes mit 
der Spitze des dem Durchmeſſer gegenüber ſtehenden Winkels. 


— 
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Zuſatz. Betrachtet man das von 10 
und dem halben Umfange BAC des kleinen 05 N 
Kreiſes begrenzte Stück der Oberfläche als 25 
Halbkreis, ſo kann man analog mit Plan. III. 
19, Zuſatz 1 ſagen, der Peripheriewinkel BAC 
auf dem Halbkreiſe BMC ift immer größer als 
ein Rechter. Wäre der Bogen B größer 
oder kleiner als ein Halbkreis, fo würde auch 
A größer oder kleiner als B + C fein. i 


Fig. 54. 
5 


46. Satz. In einem ſphäriſchen Kreisvierecke iſt die Summe zweier 
gegenüber ſtehender Winkel gleich der Summe der beiden andern. 

Der Beweis ergibt ſich unmittelbar aus der Figur, wenn man den Mit⸗ 
telpunkt des ſphäriſchen Vierecks durch Bogen größter Kreiſe mit den Eckpunkten 
verbindet. 


47. Satz. Die von der ſphäriſchen Mitte des einem Dreiecke umge 
ſchriebenen Kreiſes nach zwei Endpunkten einer Seite gezogenen ſphäriſchen 
Radien bilden mit dieſer Seite Winkel halb ſo groß als der Ueberſchuß 
der zwei anliegenden Dreieckswinkel über den dritten. 

Fig. 55. 


„ 


Liegt der Mittelpunkt 0 des um das Dreieck ABC beſchriebenen frefes A 


innerhalb des Dreieckes, ſo iſt 9 
4 8 a — 
B=4A+C—B) RN. 
„ = ANB 0). 

Liegt der Mittelpunkt 0 aber außerhalb des Dreieckes, ſo iſt 
* * 1 „ 0 


2 
ßp=4A+rC— ) 
„ = 2 (A＋ B — O). 


Die Beweiſe leicht. 


ceeonſtant. 


. . 48. 4K. Dei allen ſphüriſchen Dreiecken ABC und ADC, welche 
g eine gemeinſchaftliche Grundlinie 40 haben, und deren Spitzen im Umfange 
5 eines kleinen Kreiſes ADBCA liegen, ift der Unterſchied zwiſchen der 
5 Summe der Winkel an der Grundlinie und dem Winkel an der Spitze 


Der Beweis ergibt ſich aus der obigen Formel für 8. 
Für A ABC ift | 

= (BAC + BCA — B). 
Für das mit ABC auf derſelben Seite liegende 
Dreieck ADC it 

= (DAC + DCA — D),, 
und endlich für das mit ABC auf verſchiedener 
Seite der Grundlinie 40 liegende Dreieck. 
AEC 1 

= (AEC — EAC — ECA). 
15 Zuſammenſtellung der verſchiedenen 

Ausdrücke für 3 erhält man die obige Behauptung. 


Fig. 56. 


49. Aufgabe. Den geometriſchen Ort für die Spitzen aller Dreiecke 
zu finden, die eine gemeinſchaftliche Grundlinie und gleiche Winkelſumme 
haben ). 


Auflöſung. Das gegebene Dreieck Fig. 57. 
jet ABC; man bilde das Scheiteldreieck BDE, > 
alsdann iſt 

ABC = DBE, 

X BAC=2R-— BDE 

X BCA=2R — BED; 
hieraus ergibt ſich 
X ABC + BAC + BCA = 4AR 

(BDE + BED — DH. 
Soll nun die Summe der Winkel des 
Dreiecks ABC immer dieſelbe fein, ſo muß 
es auch die Differenz BDE+ BED — DBE 
ſein; es muß alſo nach 48 der Punkt B im Umfange des durch B, E und D 
gezogenen kleinen Kreiſes liegen. Beſchreibt man alſo durch die Spitze B 


0 


dDieſer ſchöne Satz wurde zuerſt von Lexell gefunden (Acta Petropolitan. 
1781. I. p. 112. 
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des der Grundlinie 40 gegenüber ſtehenden Winkels und durch die Geben, N 
punkte D und der Endpunkte A und E ber Grundlinie einen kleinen Kreis, en 
jo wird derſelbe der verlangte geometriſche Ort ſein. 8 


Vierter Abſchnitt. 


Vergleichung des Inhaltes der Kugel⸗Zweiecke, Dreiecke und 
Vielecke mit der ganzen Kugelfläche und unter ſich. 


50. Satz. Zwei Kugelzweiecke auf derſelben Kugelfläche, deren Winkel 
einander gleich ſind, haben gleichen Inhalt. Ä 


Durch Deckung zu beweiſen. 
51. Satz. Die Fläche des Kugelzweieckes verhält ſich zur ganzen 
Oberfläche der Kugel, wie der Winkel des Zweieckes zu 4 Rechten. 
Der Beweis iſt in ähnlicher Art zu führen wie Planim. VI. 23. 
Zuſatz. Der Winkel des Zweieckes iſt daher das Maß für ſeinen 
Flächeninhalt, und Zweiecke auf derſelben Kugelfläche verhalten ſich zu 
einander wie ihre Winkel. N 
52. Satz. Symmetriſche Dreiecke oder Vielecke haben gleichen 
Flächeninhalt. 5 
Beweis. Es ſei Dreieck 
ABC dem Dreiecke DEF 
ſymmetriſch, AB = DF, 
BC = DE u. ſ. w. 0 ſei 
＋ der ſphäriſche Mittelpunkt 

des Dreieckes ABC, P der 
g des Dreieckes DEF. Die 
Punkte Pund O liegen, wie ſich aus 47 ergibt, zugleich innerhalb oder zugleich 3 
außerhalb des Dreiedes. Zieht man 40, BO, CO, DP, EP, FP, fo läßt = 
fich leicht nachweiſen, daß die Dreiecke AOB und DPF als gleichſchenkelige 
Dreiecke nicht nur ſymmetriſch, ſondern auch congruent ſind, daher gleichen 
Flächeninhalt haben. Ebenſo it A BOC = DPE und A 400 = EPF. 
Durch Addition (oder Subtraction) ergibt ſich die Gleichheit des Inhaltes ver 
Dreiecke ABC und VDE. 


5 0 Bi Beweis für die Gleichheit ſymmetriſcher Vielecke ergibt ſich leicht durch 
hee derſelben in ſymmetriſche Dreiecke. g 


. Zuſ ab. Jedes ſphäriſche Dreieck oder Vieleck iſt ſeinem Gegen: ⸗Dreiecke 
oder Vielecke an Inhalt gleich. 


53. Satz. Der Flächeninhalt eines ſphäriſchen Dreieckes verhält ſich 
zu dem der ganzen Kugel, wie der Ueberſchuß ſeiner Winkel zuſammen 
über 2 Rechte zu 8 Rechten. 


Beweis. ABC (Fig. 59) ſei ein ſphäriſches 
Dreieck, die Seiten desſelben ſeien zu voll— 
ſtändigen Kreiſen verlängert, ſo daß 6, E 
und D die Gegenpunkte von A, B und C 
werden. Die halbe Kugelfläche 40604 
beſteht aus dem Dreiecke ABC, feinen zwei 
Nebendreiecken ABD und BCG nebſt dem 
Scheiteldreiecke BDG, welches ſeinem Gegen: 
dreiecke ECA an Inhalt gleich iſt (52 Zuf.). 
Letzteres Dreieck iſt aber das dritte Neben⸗ 5 
dreieck von ABC. Das Dreieck ABC macht mit jedem feiner Nebendreiecke 
ein Zweieck aus. Daher iſt nach S. 51, wenn 0 die Oberfläche der Kugel 
bezeichnet: 


Fig. 59. 


N ACO CO O = NA: 4 R, 
F 
A ABO ＋ AD O = &XC: 
folglich auch nach Planim. V. 33: 
2AABC+10:0 = 
woraus ſich leicht 
A ABC: 0 


KAT BT C4 R, 


ena 
ergibt. 


Bemerkung. Den Ueberſchuß der Summe der Winkel eines ſphäriſchen 
Dreieckes über 2 Rechte nennt man auch kurz den ſphäriſchen Ueberſchuß 
oder den ſphäriſchen Exceß. Nimmt man den Kugeloctanten (das von 
3 Quadranten eingeſchloſſene Dreieck), welcher der achte Theil der Kugel iſt, 
als Flächeneinheit und drückt die Winkelſumme des Dreieckes in rechten Winkeln 
aus, ſo iſt der Flächeninhalt des Dreieckes gleich dem ſphäriſchen Exceß. 


Zuſatz. Alle Dreiecke auf derſelben Kugel, die gleiche Winkel: 
ſumme haben, haben auch gleichen Flächeninhalt. 
Heis u. Eſchweiler. II. 4 


eier Abfnit. Bergeigung?, Om. d. ieder 1e 50 — 53. 49 
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ſich zu dem der ganzen Kugel, wie der Ueberſchuß der Summe ſeiner 55 
Winkel über zweimal ſo viel rechte Winkel, als die um zwei verminderte 2 


Seitenzahl des Polygones beträgt, zu 8 Rechten. (Fig. 60.) Be 5 
Fig. 60. Beweis. ABCDEFG ſei ein beliebiges 
1 B ſphäriſches Polygon von n Seiten. Die Summe 


der n Winkel ABC, BCD, CDE u. ſ. w. ſei gleich S. 
0 Theilt man das Polpgon durch Diagonalen in Dreiecke, 

/ /p 0 entitehen jedenfalls, wie man auch dieſe Diago⸗ 

V nalen ziehen mag, n — 2 Dreiecke. Es iſt aber, 

K wenn die Oberfläche der Kugel 0 heißt: 

O ABC: O0 = & CAB ＋ ABC BCA - 28 K, 

G ACD: O0 = & DAC Æ＋ ACD CDA 2: 8 N, 

ADE: O = & EAD ＋ ADE T DEA 2H 8 H u. ſ. w., 
mithin (nach Planim. V. 33): 

ABCDEFG :O S 2 ( Y R: 8 R. 

Zuſatz. Iſt die Summe der Außenwinkel eines ſphäriſchen converen 
Polygones, fo verhält ſich der Inhalt des Polygones zur Kugeloberfläche wie 
4 N — 2 zu 8 R. 

55. Satz. Der geometriſche Ort für die Spitzen aller ſphäriſchen 
Dreiecke, welche mit einem gegebenen dieſelbe Grundlinie und gleichen 
Inhalt haben, iſt ein kleiner Kreis, der durch die Spitze des Dreieckes und 
die Gegenpunkte der Endpunkte der Grundlinie geht. 

Der Beweis ſtützt ſich auf 49 und 53, Zuſatz. 

56. Aufgabe. Ein gegebenes ſphäriſches Dreieck in ein gleiches 
gleichſchenkeliges zu verwandeln. 

Die Auflöſung ſtützt ſich auf 55 und 41. 

Fig. 61. 57. Aufgabe. Ein gegebenes Dreieck 
in ein ihm an Inhalt gleiches Zweieck zu 
verwandeln. 

Auflöſung. Da das Dreieck ſich zur 
Oberfläche der Kugel wie ſein ſphäriſcher Exceß 
zu 8 R verhält, jo kommt es nur darauf an, 
ein Zweieck zu conſtruiren, deſſen Winkel der 
Hälfte jenes Exceſſes gleich iſt. Um dieſen 
letzteren zu conſtruiren, kann man ſich eines 
der Scheiteldreiecke des Dreieckes ABC (Fig. 61), 
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; 8 ODE. eh, hat man, um das ver: 

8 erhalten, nur durch A und D einen halben größten Kreis 
deri in dee 2 1 0 Felt: derselbe bildet mit DCA das 


5 Ein gerchenee ſphäriſches Viereck oder Vieleck in 
he gleiten ggreic zu verwandeln. 


 Auflöhıng ee Planim. IV. 19, 
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III. Capitel. 


Polyeder. Eigenſchaften, welche die Geſtalt derſelben 
betreffen. 


Erſter Abſchnitt. 


Er} 


Erklärungen. Zahl der Eden, Kanten und Seitenflächen. 


1. Erklärung. Polyeder wird jeder überall von ebenen Flächen 
umſchloſſene Raum genannt. Die einzelnen begrenzenden ebenen Figuren 
heißen Seitenflächen des Polyeders; dieſe bilden in ihrer Geſammtheit die 
Oberfläche, die Grenzlinien der Seitenflächen werden Kanten genannt, 
die Endpunkte der Kanten ſind die Ecken des Polyeders. 

Zuſatz. An jeder Ecke liegt ein von wenigſtens 3 Seitenflächen gebil⸗ 
deter Körperwinkel. Werden die Seitenflächen eines dreiſeitigen Körperwinkels 
durch eine vierte Ebene geſchnitten, ſo entſteht das einfachſte Polyeder, das 
Vierflach, Tetraeder. 


2. Erklärungen. Prisma wird jedes Polyeder genannt, wovon 
zwei Grenzflächen unter ſich parallel ſind, die übrigen aber in Kanten 
zuſammenſtoßen, die alle unter ſich parallel ſind. Man erhält ein Prisma 
durch den Durchſchnitt eines prismatiſchen Raumes (I. 74) durch zwei 
parallele Ebenen. Jene unter ſich parallelen Grenzflächen ſind die Grund⸗ 
flächen des Prisma; ihr ſenkrechter Abſtand von einander heißt ſeine Höhe. 
Die übrigen Grenzflächen werden Seitenflächen genannt, die Linien, 
worin ſie zuſammenſtoßen, Seitenkanten, die Seiten der Grundflächen 
Grundkanten. x 

Ein Prisma heißt 3, 4,5,...n feitig, je nachdem die Grundflächen 
3, 4, 5 . . . n Seiten haben. i 

Stehen die Seitenkanten und daher auch die Seitenflächen ſenkrecht auf 
einer der Grundflächen und daher auch auf der andern, fo heißt das Prisma 
ein ſenkrechtes, in jedem andern Falle ein ſchiefes. 


1 ADLan Gottärungen, Zahl der Ecken, Kanten u. Seitenflächen. —4. 53 


* Ein vierfeitiges brisma, deſſen gegenüber ſtehende Seitenflächen einander 
15 5 parallel laufen, wird ein Parallelepipedum genannt. Nach I. 78 find 
FE die Grundflächen eines Parallelepipedums Parallelogramme. 


Iſt dasſelbe ſenkrecht und die Grundfläche ein Rechteck, ſo iſt das 
Parallelepipedum ein rechtwinkeliges. Iſt die Grundfläche ein 
Quadrat und die Höhe der Seite dieſes Quadrates gleich, ſo heißt das 
rechtwinkelige * ein Würfel oder Cubus (regelmäßiges 
Hexaeder). 


Zuſatz. Die beiden Grundflächen eines jeden Prisma find nach I. 77 
congruente Figuren, alle Seitenkanten ſind von gleicher Länge, und alle 
Seitenflächen ſind Parallelogramme. 


3. Erklärungen. Unter Pyramide i verfteht man ein Polyeder, 
deſſen eine Grenzfläche ein beliebiges Vieleck, die übrigen aber alle Dreiecke 
find, die in einer Ecke zuſammenſtoßen. Dieſer Dreiecke find nothwendig fo 
viele, als jenes Vieleck Seiten hat, ſie bilden die Seitenflächen der 
Pyramide, während das Vieleck, woran ſie ſtoßen, die Grundfläche der 
Pyramide heißt. Die gemeinſchaftliche Ecke jener Dreiecke iſt der Scheitel 
oder die Spitze der Pyramide. Der ſenkrechte Abſtand des Scheitels von 
der Grundfläche iſt die Höhe derſelben. Die vom Scheitel nach den übrigen 
Ecken gehenden Kanten heißen Seitenlinien oder Seitenkanten, die 
übrigen Grundkanten. 


Je nachdem die Grundfläche eine 3, 4, 5 .. . n ſeitige Figur iſt, heißt 
die Pyramide eine 3, 4, 5 . . In ſeitige. Eine dreiſeitige Pyramide heißt 
auch Tetraeder (Vierflach). Iſt die Grundfläche einer Pyramide eine 
reguläre Figur, und trifft die von der Spitze auf die Grundfläche gefällte 
Senkrechte dieſelbe im Mittelpunkte, ſo heißt die Pyramide eine reguläre, 
auch gleichſeitige. 


Man erhält eine Pyramide, wenn man einen pyramidalen Raum durch 
eine Ebene ſchließt, und umgekehrt erhält man einen pyramidalen Raum, 
wenn man die Seitenflächen einer Pyramide über die Grundfläche hinaus 
unbegrenzt fortſetzt. — Daher die Benennung pyramidaler Raum. (I. 75.) 


4. Erklärung. Schneidet man von einer Pyramide mittelſt einer 


der Grundfläche parallelen Ebene eine kleinere Pyramide ab, ſo heißt der 
uͤbrig bleibende Körper eine abgekürzte oder abgeſtumpfte Pyramide. 
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5. Erklärung. Unter Obelisk wird ein Kbrper WER der u 
wird von zwei paralleien Genen . außerdem von Trapezen, Par . 
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Bildung ſolcher Obelisken einzufeßen, 
denke man ſich (Fig. 62)in zwei paralle⸗ 25 
len Ebenen zwei „Ecke ABCD und i 
abedeg, deren Seiten bezüglich einan⸗ ey 
der parallel find, und lege durch je 
zwei entſprechende Parallelſeiten eine 
Ebene. Es entſteht dadurch ein 
nzjeitiger Obelisk, der von zwei n-Ecken, 
deren Winkel bezüglich einander gleich 
find, und von Seitenflächen, welche ſämmtlich Trapeze oder Parallelogramme 
ſind, begrenzt wird. Es gibt aber auch Obelisken, deren Seitenflächen nicht 
alle Trapeze oder Parallelogramme, ſondern theilweiſe oder alle Dreiecke ſind. 
Man kann ſich die dreiſeitige Seitenfläche aus der vierſeitigen durch Ver⸗ 
Fig. 63. ſchwinden einer Seite der letzteren entſtan? 
den denken. Der Körper 40 Eb Fig. 63 85 
3. B. iſt begrenzt von einem Sechsecke 
ABCDEG und einem parallelen Dreiecke 3 
abd; ab AB, d CD, da EG. Ver-. 
ſchwinden bei dem obern n-Ede der Fig. 62 1 
m Seiten, fo iſt der Körper begrenzt von 
m⸗-Dreiecken unden — m Trapezen außer “ 
den Grundflächen; verſchwinden außerdem 
bei dem untern n-Cde p Seiten, unter welchen ſich keine irgend einer der 8 
verſchwundenen m Seiten entſprechende parallele Seite befindet, fo iſt der 
Obelisk ſeitwärts begrenzt von m + p Dreiecken und von „ — (n p) 1 5 
Fig. 64. Trapezen. Wenn endlich an beiden parallelen 
E D Grundflächen von je zwei entſprechenden parallelen 
a N Seiten abwechſelnd eine verſchwindet, ſo hat der “= 
Obelisk nur Dreiecke zu Seitenflächen. Hat jede 
der Grundflächen a-Seiten, fo find der Seitendrei⸗ 
ecke 2a. Fig. 64 z. B. hat zu Grundflächen zwei 8 
Dreiecke ABC und DEF und 6 Seitenflächen 4, 
Dc u. ſ. w. Die Grundfläche des Obelisken 
kann ſogar in eine Linie oder in einen Punkt 


übergeben. 5 de) Obelisk faßt in Ab ſowohl das n: feitige Prisma, als 


auch die abgeſtumpfte Pyramide und geht durch Verſchwinden einer Grund⸗ 
fläche i in die nefeitige Pyramide über. 


6. Saz. Die Anzahl der Winkel (.), welche von den Kanten auf 


m der Oberfläche eines Polyeders gebildet werden, 5 doppelt ſo groß, als 


die Zahl jener Kanten (A); = 2 fl. 


Beweis. Jede Kante gehört zu zwei Seitenflächen; es iſt alſo die 
Zahl der Kanten halb ſo groß, wie die geſammte Zahl aller Seitenlinien 
jener Flächen, und da jede Fläche ſo viele Winkel als Seiten hat, auch halb 


ſo groß, als die Anzahl der Winkel. 


Zuſatz 1. Die Anzahl der Winkel W iſt immer eine gerade. 
Zuſatz 2. Wird ein Polyeder durch m Seitenflächen von gerader und 


von „ Seitenflächen von ungerader Seitenzahl begrenzt, fo iſt n eine gerade 


Zahl. Dasſelbe gilt, wenn man ſtatt Seitenflächen Ecken ſagt und ſtatt 
Seitenzahl Kantenzahl. 


7. Satz. In jedem Polyeder, deſſen Kanten alle einen ununterbro⸗ 
chenen Zuſammenhang haben, iſt die Anzahl der Seitenflächen (F) und 
Ecken (E) zuſammen um 2 größer als die Anzahl der Kanten (1). — 
Euler'ſcher Satz *), 

F＋ E HM ＋ 2. 

Beweis. Man denke ſich ein Netz Fig. 65. 
aneinander hängender ebener Figuren, 
u, b, e, d, e, F und g, welche in einer 
Ebene liegen können oder nicht, und 
bezeichne die Anzahl aller dieſer Figuren 
durch F, die Anzahl ihrer ſämmtlichen 
Eckpunkte durch E, die Anzahl aller 
geraden Linien, die in dieſem Netze 
vorkommen, durch KA. Kommt nun zu 
dieſem Netze irgend eine neue Figur h 
hinzu, welche mit ihm n Seiten nicht gemein hat, und bezeichnen F, E' und A’ 
in Bezug auf dieſes neue Netz das, was F, E und K in Bezug auf das erſte 
Netz bedeuten, ſo erhellt augenblicklich die Richtigkeit folgender Gleichungen: 


*) Euler: Elementa doctrinae solidorum. Nov. Comm. Petrop. T. IV. 
pag. 109. Der nachfolgende Beweis iſt nach Cauchy. 


eee 
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F=F+l, 
E = HE A＋ (n I), 
A“ = HM A n, 


woraus folgt, P + E. H FAE NM, jo daß die Zahl “ E K 
für alle Netze eine conſtante Zahl iſt. Für ein aus einer einzigen Figur 
beſtehendes Netz ft aber E = M und Y = 1; alſo iſt für alle Netze 
FTE IM = I oder FT ＋ E = H ＋ l, d. h. die Zahl der Figuren 
und Ecken des Netzes zuſammen genommen iſt um 1 größer als die Anzahl 
der im Netze vorkommenden geraden Linien. . 

Hat man nun ein völlig umſchloſſenes Polyeder mit F Seitenflächen, 
E Ecken und K Kanten, jo denke man ſich einmal irgend eine Seitenfläche 
weg, wodurch ein Netz mit T — 1 Figuren, E Ecken und A Kanten übrig 
bleibt, und in welchem alfo nach dem Vorigen ( — I) ＋ E HA ＋ I; 


hieraus folgt aber 
FTE = IM ＋＋ 2. 


Fig. 66. 


Bemerkung. Der Euler'ſche Satz erleidet 
eine Einſchränkung, wenn ein Körper auf einem 
andern aufſitzt, d. i. keine ganze Seitenfläche mit 
ihm gemein hat. Setzt man (Fig. 66) den Körper abed 
auf ABCD, fo entſteht ein Körper von 7 Flächen, 
8 Ecken und 12 Kanten. 7 ＋ 8 12 ＋ 3 im 
Widerſpruch mit dem Euler'ſchen Satze. Dasſelbe 
würde Statt finden, wenn ein Körper ſich inner: 
halb eines andern befindet und mit ſeiner Grund⸗ 
fläche auf der Grundfläche ABC aufſitzt *). 

8. Satz. Die Summe aller ebenen Winkel auf der Oberfläche eines 
Polyeders beträgt immer Amal ſo viel Rechte als die um 2 verminderte 
Zahl der Ecken (E) beträgt. 

Beweis. Die Seitenzahlen der einzelnen Seitenflächen ſeien m, n, 
p. . alsdann find die Winkelſummen dieſer Flächen 2m — 4, 2 n 4, 


) Will man die Fläche 48 Ceba weder als ein Dreieck, noch als ein 8 
Sechseck, ſondern als ein Achteck betrachten, indem man die Kante C, welche 
auf einem flachen Flächenwinkel liegt, mit hinzurechnet, ſo bildet der obige 
Körper keine Ausnahme in Bezug auf die Euler'ſche Regel. Nur wenn die 
Polyeder canalförmig durchbrochen ſind, finden Ausnahmen Statt, ſelbſt dann, 
wenn die Flächen normale Polygone ſind. (Man vergl. Zeitſchrift für Math. 
und Phyſ. von Schlömilch. 1863. p. 449.) 5 


# “2 (m ＋ un 5 .) — 4 Rechte, wenn F die Anzahl der nn 
bezeichnet. Da W n TP. = = 2 N (6) iſt, ſo iſt obige Summe 


ber Winkel gleich AK — 4 17 4 (A — F) = 4 (E — 2) Rechten (7). 
BEN Fortſetzung in Anhang II. 


4 


Zweiter Abſchnitt. 


Sätze über die Eigenſchaften der Polyeder in Bezug auf die 
Seitenflächen und Kanten. Bildung der Netze. 


9. S ab. In einem Parallelepipede find die gegenüberſtehenden Seiten- 
flächen congruent, die gegenüberſtehenden Körperwinkel ſymmetriſch. 

Beweis einfach. 

Zuſatz 1. Man kann je zwei gegen⸗ Fig. 67. 
überſtehende Grenzflächen des Parallelepipeds i 
als Grundflächen betrachten. 

’ Zuſatz 2. Ein Parallelepiped iſt durch 
drei an einer Ecke zuſammenlaufende Kanten 
und die drei Winkel, welche ſie mit einander 
bilden, völlig beſtimmt. 

Zuſatz 3. Ein ſenkrechtes Parallelepiped, beiten Grundfläche ein Nechted 
ift, wird von 6 Rechtecken und ein Würfel von 6 gleichen Quadraten begrenzt. 

10. Satz. In jedem Parallelepipede durchſchneiden ſich die vier 
Diagonalen in einem und demſelben Punkte und werden durch den Durch— 
ſchnittspunkt halbirt. 

Der Beweis iſt mit Hülfe von Planim. II. 36 zu führen. 

11. Satz. In einem rechtwinkeligen Parallelepipede find die Diago- 
nalen einander gleich. 

Beweis auf Planim. II. 37 zu ſtützen. 

12. Satz. Im rechtwinkeligen Parallelepipede iſt die Summe der Quadrate 
dreier anliegenden Seitenkanten dem Quadrate einer Diagonale gleich. 

Der Beweis mit Hülfe des Pythagoriſchen Lehrſatzes zu führen. 

13. Satz. Iſt die Grundfläche einer Pyramide ein Kreisvieleck und 
trifft das Höhenperpendifel den Mittelpunkt dieſes Kreiſes, fo find alle 
Seitenkanten der Pyramide einander gleich. 

Beweis auf L 21 zu ſtützen. 


14 
* 
. 
n 
7 
2 


58 UI. Capitel. Polyeder. Eigenſchaften, welche die Geſtalt derſelben betr. 0 


Zuſatz. Umgekehrt: Sind alle Seitenkanten einer Pyramide einander 
gleich, ſo iſt die Grundfläche ein Kreisvieleck. | 
14. Satz. In einer regulären Pyramide haben alle Seitenflächen 
ſowohl gegen einander gleiche Neigung, als auch gegen die Grundfläche. 4 
Beweis einfach. 

Fig. 68. 15. Satz. Haben zwei Pyra⸗ 
miden gleiche Höhe, ſo verhalten 
ſich die parallel und in gleichen 
Abſtäuden von der Grundfläche 
geführten Schnitte zu einander wie 
die Grundflächen ſelbſt. 


a Der Beweis ergibt ſich mit Sale 
— des Satzes I, 80. 


Zuſatz. Sind die Grundflächen gleich, jo ſind auch die Schnitte gleich. 
Fig. 69. 16. Satz. Halbirt man in einem Te⸗ 
traeder 4600 zwei Paar gegenüber ſtehende 
Kanten AD, BC und DB, 40 in den Punk⸗ 
ten m, u, p und o, jo iſt mpno ein Paral⸗ 
lelogramm, deſſen Ebene dem dritten Paare 
gegenüber ſtehender Kanten AB, CD paral⸗ 
j lel iſt. (Fig. 69.) 
A B Beweis einfach. 

Zuſatz 1. Die Geraden, welche die Mitten der gegenüber ſtehenden 
Kanten eines Tetraeders mit einander verbinden, durchſchneiden ſich in 
einem Punkte. 

Zuſatz 2. Sind zwei gegenüber ſtehende Kanten eines Tetraeders | 
einander gleich, jo ſtehen die Verbindungslinien der Mitten je zweier gegen⸗ 
über ſtehenden Kanten auf einander ſenkrecht. f 

Die Beweiſe ſtützen ſich auf Planim. II. 36 und 39. 


17. Satz. Durchſchneidet man die vier Seitenflächen eines Tetraeders 
mit einer Ebene, parallel zweien gegenüber ſtehenden Kanten, ſo iſt der 
Durchſchnitt ein Parallelogramm. 


18. Satz. Iſt die eine Grundfläche eines Obelisken ein m⸗Eck, die 
andere ein n-Ed, und find p Seiten des erſten eben ſo vielen Seiten 
des andern paarweiſe parallel, ſo iſt der Durchſchnitt der Seitenflächen 
durch eine mit der Grundfläche parallele Ebene ein m n — p- Eck, 


SE nein Die 5 1 Seiten der einen Grundfläche bilden mit 
Sen: entſprechenden parallelen Seiten der andern Grundfläche und den ihre 
en Endpuntte verbindenden Seitenkanten p Trapeze. Die m — p übrig blei⸗ 


. benden Seiten der einen mejeitigen Grundfläche und die n — p übrig blei⸗ 
8 benden Seiten der nzjeitigen Grundfläche find als Grundlinien eben fo vieler 


2 dreieciger Begrenzungsflächen zu betrachten. Die Zahl ſämmtlicher Seiten⸗ 
s flachen iſt ſomit pp ＋ n — p) ＋ (u ) m n — p. Die Be 
hauptung des obigen Satzes ergibt ſich hiernach leicht. | 
19. Erklärung. Schneidet man Fig. 70. 
einen Obelisken durch eine feinen Grund- 
flächen parallele Ebene in gleichen Abſtän⸗ 
den von dieſen, ſo wird die entſtehende 
Durchſchnittsfigur der mittlere Durch— 
ſchnitt des Obelisken genannt. 


20. Satz. Der mittlere Durchſchnitt 
eines Obelisken, der zwei n-feitige Grund⸗ 
flächen hat, und außerdem von „Trapezen 
begrenzt wird, iſt ein u⸗Eck, deſſen Winkel 
den Winkeln der beiden Grundflächen bezüglich gleich, und deſſen Seiten 
die halben Summen (arithmetiſchen Mittel) der Seiten der Grund— 
flächen ſind. 

Der Beweis leicht mit Hülfe von I. 39, J. 8 und Planim. II. 48, Zuſ. 1 
zu führen. 

Zuſatz. Will man den Satz auf Obelisken ausdehnen, deren Seiten 
zum Theile oder alle Dreiecke ſind, ſo muß man ihn entweder für die 
beſonderen Fälle, die ſich darbieten können, in feinem Ausdrucke modificiren, 
oder was »gerathener it, man muß ſich die Dreiecke als Trapeze vorſtellen, 
d. h. ihre Spitzen durch gerade Linien erſetzen, welche parallel den Grund: 
linien ſind. 


21. Erklärung. Zieht man durch einen beliebigen Punkt in der Ebene 
einer der beiden Grundflächen eines Obelisken Parallelen mit den Seiten⸗ 
kanten bis zur Ebene des mittleren Durchſchnittes und verbindet die End— 
punkte dieſer Parallelen in der Ordnung der auf einander folgenden Kanten, 
jo heißt das dadurch entſtandene Vieleck die Ergänzungsfigur des Obelisken. 
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Durch den Punkt m der Grundfläche dee des Obelisken ACEace 
(ſ. Fig. 71 zum folgenden Satze) ſeien mit den Seitenkanten 44, BB u. |. w. 
die Parallelen mu, mo, mp u. ſ. w. gezogen, welche die Ebene des mittleren 
Durchſchnittes «pßyde in den Punkten u, oe, p, g, r treffen mögen. Die 
Figur nopgqr wird alsdann die Ergänzungsfigur des Obelisken ſein. AR 


22. Satz. Die Ergänzungsfigur eines Obelisken von „ſeitiger Grund⸗ 
fläche und begrenzt von » Trapezen, iſt ein „Eck, deſſen Winkel den e 
Winkeln der beiden Grundflächen gleich, und deſſen Seiten den halben Ei 
Unterſchieden der entſprechenden Seiten jener Vielecke gleich find. (Fig. 71.) I: 


Beweis. Man ziehe 
durch e mit dD die Bars 
allele ch, welche yd in 
9, CD in „ treffen möge. 
Mit Hülfe von I, 40 und 
I. S läßt ſich die Congruenz 
der Dreiecke y q und cyg 
leicht nachweiſen; es iſt 
alſo 59 == g. Da ferner 
Y ChD ed), 


I 
ſo iſt auch ya = (CD — 3 
ed). Ebenſo iſt ar = 
ODE de), 1n = EE 

5 — ae) u. ſ. w. 8 


Aus dem leicht zu erweiſenden Parallelismus der Ebenen mpg und CDde 
ergibt ſich, daß pq || CD u. ſ. w., und daß X opq = BCD = bed, 
X por = CDE = cde u. |. w. iſt. 


23. Satz. Bei jedem Obelisken iſt die halbe Summe der beiden 
Grundflächen (6 und 9) gleich der Summe aus der mittleren Durchſchnitts⸗ 
figur (M) und der Ergänzungsfigur (Z). - 


3(G+)=M+E. 


Beweis. Es ſei (Fig. 72) «ßyde der mittlere Durchſchnitt und nopgr 
die Ergänzungsfigur des Obelisken ACEace. Man verlängere mn, mo u. ſ. w. 
bis zu den Durchſchnitten s, ., u, ©, & mit der Grundfläche 400 E. Zieht 


25 x 


c. 22. 25. 61 


iſten der Polyeder 2 


man st, tu, va, 48, ſo iſt stur = 
4 nopgr (. 80). Da die Trapeze 
; Cut, Bypo und das Dreied bem 
dieſelbe Höhe haben, fo verhalten fie 
25 ; ſich wie BC + % By + o: be. 
Da aber 67 = 1 (BC + be), op 
AA , alſo y + op = (50 
I be+tn), jo iſt der Inhalt von 
65% das Mittel aus dem Inhalte 
von BC und bem. Dasſelbe gilt 
von den anderen Trapezen in der 
Durchſchnittsfigur; daher iſt auch 
der die Ergänzungsfigur Eumgebende 

Ring das Mittel zwiſchen dem Ringe in der untern Grundfläche und zwiſchen 

der obern Grundfläche, d. h. es iſt y] =; ( — 4E + 9), woraus 

MT E= (6 ＋ 9). 


24. Aufgabe. Gegeben die Grundfläche einer Pyramide, die Höhe 
nebſt Fußpunkt derſelben in der Grundfläche, das Netz derſelben (d. h. 
die Oberfläche in zuſammenhängender, ebener Figur) zu conſtruiren. 


Auflöſung. Die Conſtruction einer Seitenfläche geſchieht leicht, wenn 
man von der Spitze der Pyramide ſowohl, als vom Fußpunkte der Höhe 
auf die Grundkante Senkrechten fällt, welche beide nach J. 26 ineinem Punkte 
derſelben zuſammentreffen und das rechtwinkelige Dreieck aus jenen beiden 
Perpendikeln zu conſtruiren ſucht. 


25. Aufgabe. Gegeben die Grundfläche einer Pyramide und zwei “ AR 
aneinander ſtoßende Seitenflächen, das Netz der Pyramide zu conſtrniren. = 


Leicht durch Conſtruction der Höhe der Pyramide aufzulöfen, 


Anmerkung. Hieran ſchließen ſich die leichten Aufgaben: die Netze eines 
Würfels, eines rechtwinkeligen oder ſchiefwinkeligen Parallelepipedes und über— 
haupt eines rechtwinkeligen oder ſchiefwinkeligen Prisma zu finden. 


5 
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Dritter Abſchnitt. 


Gongruenz, Symmetrie und Aehnlichkeit der Polyeder. 


26. Erklärung. Polyeder find congruent in demſelben Falle, wie 
Figuren überhaupt (ſ. Planim. Einl. 16). In congruenten Polyedern ſind 
ſämmtliche Stücke des einen den entſprechenden Stücken des andern völlig 
gleich; aber nicht umgekehrt können zwei Polyeder, die in allen ihren Stücken 
übereinftimmen, jederzeit zur Deckung gebracht werden, wie dieſes ſchon bei 
den Körperwinkeln und ſphäriſchen Dreiecken vorkam. Iſt nämlich die Rich⸗ 
tung, in welcher die paarweiſe gleichen Stücke des Polyeders aufeinander 
folgen, in beiden Körpern eine entgegengeſetzte, ſo iſt die Deckung im Allge⸗ 
meinen unmoglich; die Polyeder heißen alsdann ſymmetriſch ). Bei 
ſymmetriſchen Polyedern entſpricht, wie bei congruenten, jedem Punkte, jeder 
Linie, jedem Winkel ꝛc. des einen Körpers ein Punkt, eine gleiche Linie, ein 
gleicher Winkel ꝛc. des andern. — Um mit Sicherheit zu entſcheiden, ob die 
Richtung eine entgegengeſetzte iſt, lege man die Körper mit einem Paar 
entſprechender Seitenflächen in eine Ebene, ſo daß ſie ſelbſt auf einer und 
derſelben Seite dieſer Ebene liegen. Die Symmetrie kann übrigens in 
beſonderen Fällen, wenn nämlich unter den Beſtimmungsſtücken eines Körpers 
gleiche Stücke vorkommen, in Congruenz übergehen, wovon ſchon zwei drei⸗ 
kantige Körperwinkel, an denen zwei der drei Seiten⸗Winkel gleich ſind, ein 
Beiſpiel liefern. g 


27. Satz. Liegen die Ecken zweier Polyeder paarweiſe auf geraden 
Linien, die ſich in einem Punkte durchkreuzen (Strahlenbündel I. 76) und 
in paarweiſe gleichen Abſtänden von dieſem Punkte (Centrum), jo find die 
Polyeder ſymmetriſch. Umgekehrt laſſen ſich zwei ſymmetriſche Polyeder jeder⸗ 
zeit in eine ſolche Lage bringen, daß die (geraden) Verbindungslinien der 
entſprechenden Ecken ſich in einem Punkte kreuzen und in ihm halbiren. 


| Der Beweis der erſten Behauptung führt auf die Betrachtung der Pyra⸗ 
miden, welche ihre gemeinſchaftliche Spitze im Centrum haben. Je zwei der⸗ 
ſelben ſtimmen in der Länge der Seitenkanten, den Winkeln derſelben und der 
Neigung der Seitenflächen gegeneinander überein; hieraus folgt, daß auch ihre 
Grundflächen in Allem übereinſtimmen, u. ſ. w. 


) Beiſpiel: Jedes Polyeder ift feinem Bilde im Spiegel im Allgemeinen 
ſymmetriſch. — f 


— 


Drritter Abschn. Congruenz, Symmetrie u. Aehnlicht. d. Polyeder. 26 — 29. 63 


28. Satz. Congruente Polyeder laſſen ſich in eine gleiche Anzahl 
paarweiſe congruenter und ſymmetriſche Polyeder in eine gleiche Anzahl 
paarweiſe ſymmetriſcher Pyramiden zerlegen; auch ſind je zwei Pyramiden, 
deren Ecken ſämmtlich entſprechende Ecken zweier congruenten oder ſym⸗ 
metriſchen Polyeder find, ſelbſt congruent oder bezüglich ſymmetriſch. 

Der Beweis hat keine Schwierigkeit. 

29. Satz. Bringt man zwei ſymmetriſche Polyeder mit einer ent⸗ 
ſprechenden Seitenfläche ſo zuſammen, daß dieſe eine gemeinſchaftliche 
Baſis wird, ſie ſelbſt aber zu verſchiedenen Seiten derſelben ſich befinden, 
ſo kommen je zwei entſprechende Eckpunkte beider Körper in eine Senk⸗ 
rechte auf dieſer Baſis und in gleichem Abſtande von dieſer zu liegen. 
Umgekehrt: Sind alle geraden Linien, welche die Ecken eines Polyeders 
mit denen eines anderen paarweiſe verbinden, auf einer und derſelben 
Ebene ſenkrecht und werden ſie von dieſer halbirt, ſo ſind die Polyeder 
ſymmetriſch. (Fig. 73.) 

Beweis. Man beweiſe den Satz zuerſt für Fig. 73. 
die Spitzen zweier ſymmetriſchen dreiſeitigen Pyra⸗ 
miden 4600 und 45 CE. Die Verbindungslinie 
DE der Spitzen D und E treffe die Baſis ABC 
in 0. Legt man nun durch AD und AE eine 
die Baſis ABC in AO ſchneidende Ebene, ſo ſtim⸗ 
men die beiden dreikantigen Körperwinkel 4500 
und 400, welche A zur gemeinſchaftlichen Spitze 
haben, in zwei an 40 ſtoßenden Seiten: DAC— 
EAC, CAO = CAO und dem eingeſchloſſenen 
(Flächen-) Winkel überein, find alſo nach I. 66 ſymmetriſch. Mithin ſind 
auch die dritten Winkel, nämlich DAO und 20 einander gleich. Hieraus 
folgt die Congruenz der Dreiecke DAO und EA 0, und ſomit die Gleichheit 
der Linien DO und E0. Ferner ergibt ſich, daß X DOA = R, eben fo, 
daß X DOB = N; es ſteht ſomit DO auf der Ebene ABC ſenkrecht. — 
Der Beweis für dreiſeitige ſymmetriſche Pyramiden läßt ſich auf beliebige 
Polyeder ausdehnen, wenn man jede nicht in der gemeinſchaftlichen Grund— 
ebene liegende Ecke als die Spitze einer Pyramide betrachtet, deren Baſis die 
Grundebene iſt. 

Um die Umkehrung zu beweiſen, zeige man erſtens die Congruenz der 
Seitenflächen, dann die gleiche Neigung je zweier entſprechenden unter ihnen 


e 
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gegen die gemeinſchaftliche Baſis, und ihren gemeinſchaftlichen Durchſchnitt 


mit dieſer, drittens die Gleichheit der Neigungswinkel je zweier an einander 
ſtoßenden Seitenflächen. 


30, Satz. Stimmen zwei Pyramiden oder Prismen in der Grund⸗ 
fläche und in zwei anſtoßenden Seitenflächen überein, ſo ſind ſie congruent 
oder ſymmetriſch. 

Im Falle der Congruenz ergibt ſich die Richtigkeit der Behauptung unmit⸗ 
telbar aus der Deckung; was die Symmetrie betrifft, ſo hat man zum Beweiſe 
derſelben die einzelnen aus der Zerlegung der Körper hervorgehenden dreiſeitigen 
Prismen oder Pyramiden der Ordnung nach durchzugehen. 


31. Satz. Eine durch zwei gegenüberſtehende Seitenkanten eines 
Parallelepipedums geführte Diagonalebene theilt dasſelbe in zwei dreiſei⸗ 
tige Prismen, die im Allgemeinen ſymmetriſch, und nur in dem Falle, 
daß das Parallelepipedum ein ſenkrechtes iſt, congruent ſind. 


Beweis einfach. 


32. Satz. Zwei convexe von paarweiſe congruenten Seitenflächen in 
derſelben Ordnung eingeſchloſſene Polyeder ſtimmen auch in der Neigung 
der gleichen Seitenflächen überein oder haben an den entſprechenden Kanten 
gleiche Flächenwinkel und ſind daher entweder congruent oder ſymmetriſch. 

Die Beweiſe dieſes und des folgenden 33. Satzes haben wir, ihrer Schwie⸗ 
rigkeit wegen, für reifere Schüler in den Anhang III. verwieſen. 

Zuſatz. Ein von lauter Dreiecken begrenzter Körper iſt durch ſeine 
Kanten völlig beſtimmt. 


33. Satz. Die Anzahl der zur Beſtimmung eines Polyeders nöthigen 
Stücke iſt gerade der Zahl ſeiner Kanten gleich. 


34. Erklärung. Zwei Körper ſind ähnlich in demſelben Sinne, wie 
Figuren überhaupt (Planim. V. 70). Sollen insbeſondere zwei Polyeder 
ähnlich ſein, ſo müſſen ſie von einer gleichen Anzahl ähnlicher und gleich⸗ 
geordneter Seitenflächen begrenzt ſein und dabei in den Neigungswinkeln der 
ähnlichen Seitenflächen übereinſtimmen. Die Möglichkeit ſolcher Polyeder 
erhellt aus folgender Conſtruction: 

ABCD. . . . (Fig. 74) ſei ein Polyeder, 0 ein beliebiger Punkt innerhalb 
oder außerhalb desſelben. Man ziehe von 0 aus nach allen Eckpunkten des 
Polyeders gerade Linien: OA, OB, 00 ic., nehme auf einer derſelben 


8 
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Fig. 74. 


6 F 
3. B. auf OA einen beliebigen Punkt a, und ziehe ab || AB, ac || 40, 
ai || AJ c. bis zu den entſprechenden Strahlen OB, OC, 0J,... fo find 
a, ö, c, .. die Eden eines dem Polyeder ABC... ähnlichen Polyeders. 
Denn die Seitenflächen beider werden durch dieſe Conſtruction ähnliche 
Figuren; ferner ſind je zwei derſelben einander parallel, haben alſo auch 
gegen einander gleiche Neigung. 


Bemerkung. Auch bei ähnlichen Polyedern kann, wie bei congruenten, 
Symmetrie eintreten. Nimmt man in der obigen Figur den Punkt a nicht 
zwiſchen O und 4, ſondern auf der über 0 hinaus gezogenen Verlängerung 
von 40, ſo erhält man durch dieſelbe Conſtruction ein dem gegebenen Polyeder 
ſymmetriſch⸗ähnliches. Iſt überhaupt von zwei Körperfiguren die eine A 
ähnlich, die andere B ſymmetriſch zu einer dritten Figur C, fo find A 
und B ſymmetriſch⸗ähnlich zu einander. 


35. Satz. Zwei dreiſeitige Pyramiden find ähnlich, wenn zwei 
Seitenflächen der einen zweien Seitenflächen der andern ähnlich ſind und 
gleiche Stellung der Winkel haben, auch beide Paare gleich große Flächen⸗ 
winkel bilden. 


Aus den Vorausſetzungen des Satzes und aus I., 66 folgt alsbald die 
Gleichheit der übrigen Flächenwinkel und die Aehnlichkeit der übrigen Grenz— 
flächen. 


Zuſatz. Für dreiſeitige Pyramiden laſſen ſich, eben ſo wie es in der 
Planim. V., 42—46 für Dreiecke geſchehen iſt, mehrere Sätze auſſtellen, 
welche die Bedingungen ausdrücken, unter welchen zwei ſolche Pyramiden 
ähnlich ſind. Der obige ſpricht unter dieſen Sätzen denjenigen aus, der im 
folgenden Satze als Beweisgrund gebraucht wird. Jener Bedingungen dürfen 
nicht weniger als fünf ſein, wenn man ſie auf die Gleichheit derjenigen 
Elemente zurückführt, von welchen die Geſtalt der Körper zuletzt abhängt: 


Winkel der Kanten, Verhältniſſe dieſer letzteren, Flächenwinkel. Im Allgemeinen 
Heis u. Eſchweiler. II. 5 
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reichen ſolche fünf Gleichheiten aus, um die Aehnlichkeit zweier dtelſetligen 
Pyramiden zu bedingen; in beſonderen Fällen kann aber noch die Hinzu⸗ 
fügung der einen oder andern Bedingung nöthig werden, wie dieſes in | 
Planim. V., 45 der Fall war. . 


36. Satz. Sind in zwei Pyramiden die am Scheitel liegenden 1 


körperlichen Winkel congruent oder ſymmetriſch und die Seitentanten © 
proportionirt, fo ſind die Pyramiden ähnlich. N 


Der Beweis hat keine Schwierigkeit. 


Zuſatz. Jede mit der Grundfläche einer Pyramide parallel gelegte 
Ebene ſchneidet von ihr oder im pyramidalen Raume, den die über die 
Grundfläche hinaus erweiterten Seitenflächen bilden, eine andere Pyramide 
ab, welche der erſten ähnlich iſt. Wird der Schnitt jenſeits des Scheitels 
durch die über dieſen hinaus fortgeſetzten Seitenflächen, alſo im pyramidalen 
Gegenraume geführt, jo entſteht eine der erſten ſymmetriſch⸗ähnliche Pyramide. 


37. Satz. Zwei ähnliche Polyeder laſſen ſich von entſprechenden 
(homologen) Punkten aus in eine gleiche Anzahl ähnlicher Pyramiden 
zerlegen. 


Der Beweis iſt dem in Planim. V., 73 für ähnliche Viele geführten 
nachzubilden und dabei auf 35 zu 8 


Vierter Abſchnitt. 


Die regulären Körper. 


38. Erklärung. Reguläre Körper ſind con⸗ 
vexe Polyeder, deren Seitenflächen alle reguläre Polygone 
von allerlei Art ſind und dabei in gleicher Zahl an jeder Ecke 
zuſammenſtoßen. Sämmtliche Kanten eines ſolchen Körpers 
ſind daher gleich; eben ſo ſind es die ſämmtlichen Winkel, 
welche die Kanten auf der Oberfläche mit einander bilden. 


Bemerkung. ee Begrenzung eines Körpers durch 


vollkommene Regularität desſelben als Körper zu bedingen, = 


reguläre Polygone derſelben Art reicht nicht allein hin, die 4 


2. Vierter Abfcnitt, Die regulären Körper. 36—39. 67 
So gibt das Aneinanderſetzen zweier von gleichſeitigen Dreiecken begrenzten 
2 Pyramiden einen von ſechs ſolchen Dreiecken eingeſchloſſenen Körper leine 

Doppelpyramide) ABCED (Fig. 75), der nicht regulär iſt, da an den Ecken 
B, C und E vier, an den Ecken A und D nur drei Kanten oder Grenzflächen 
zuſammenſtoßen. 

39. Satz. Es kaun nicht mehr als füuf convexe reguläre Körper, 
überhaupt nur fünf an Zahl der Ecken und Grenzflächen verſchiedene con- 
vexe Polyeder geben, bei welchen die Grenzflächen gleich viele Seiten und 
die Ecken gleich viele Kanten haben; i 

ſie ſind: 

1. Die dreiſeitige Pyramide oder das Tetraeder, von 4 Dreiecken 

begrenzt, deren 3 an jeder Ecke. 

2. Das Heraed er, ein von 6 Vierecken, deren 3 an jeder Ecke liegen, 

begrenzter Körper. Iſt er regulär, ſo iſt er ein Kubus. 

3. Das Octaeder, von 8 Dreiecken begrenzt, deren 4 an jeder Ecke. 

4. Das Dodekaeder, von 12 Fünfecken begrenzt, deren 3 eine Ecke bilden. 

5. Das Ikoſaeder, ein von 20 Dreiecken eingeſchloſſener Körper, deren 

5 an jeder Ecke. 

Beweis. In Beziehung auf die regulären Polyeder, deren Kanten 
an jeder Ecke nur unter gleichen Winkein zuſammenſtoßen, läßt ſich ſchon 
durch den Satz I., 63, nach welchem die Summe der eine convere Ecke bilden: 
den Winkel ſtets kleiner als 4 R iſt, leicht nachweiſen, daß eine ſolche Ecke 
nur auf fünf Arten durch Aneinanderſchließen von regulären Vielecken gebil— 
det werden kann, nämlich: nur mit 3, 4 oder 5 gleichſeitigen Dreiecken, oder 
mit 3 Quadraten oder mit 3 regulären Pentagonen. Es kann daher auch 
nicht mehr als 5 reguläre Körper geben. 

Was die Anzahl der Seitenflächen, Ecken und Kanten eines jeden der: 
ſelben und überhaupt eines Polyeders betrifft, deſſen Grenzflächen alle gleich 
viele Seiten haben und dabei in gleicher Zahl an jeder Ecke zuſammenſtoßen, 
ſo geht dieſelbe unter anderen aus folgender Betrachtung hervor. Die An— 
zahl der Grenzflächen eines Polyeders ſei F, die feiner Ecken E, die feiner 
Kanten K; nach dem Euler'ſchen Satze (III., 7) iſt T E M ＋ 2. 
Hat nun jede Grenzfläche p Seiten, jede Ecke des Körpers 9 Kanten, jo iſt 
die Anzahl aller Winkel auf der Oberfläche pF = gE oder es iſt (III., 6) 
2K pf = gE. Hieraus folgt pgF = 2% und pgE = 25 K, alſo 
Pp (F ＋ E) = 2 p + e A und hieraus nach dem Euler' ſchen Satze: 
pb (K ＋ 2) = 2 ＋ o K, daher 

5 * 
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K = RS. 

2 ＋ 0% 50. | 
Damit Keine poſitive Zahl werde, wie es fein muß, kann man y und 
nur Werthe beilegen, deren Product kleiner iſt als das Doppelte ihrer 
Summe. Hieraus ergeben ſich folgende zuſammengehoͤrige p und 9: a 
) 5 2 3, 4 = 3, woraus K = 6, F = „ 
4, 9 8, ‚Rare Be: 
9) y = 2, 0 = 4, „ K=1, F = 8, 1 6. 
5 
3 


I 


2)p= 


I 
= 


) = 5, 9 = J, „ N „ Kern 2 
Ey „ = 90, F 20, B 

1) entſpricht dem Tetraeder, 2) dem Heraeder, 3) dem Octaeder, 4) dem 
Dodekaeder, 5) dem Ikoſaeder. — Man ſehe auch Anhang II., Satz 6. 


Von vier andern nicht convexen, ſtern förmigen, regulären Polyedern 
wird in Anhang II., 6 die Rede ſein. 


40. Satz. In jedem regulären Polyeder ſind die von den Grenzebenen ; 
an den Kanten gebildeten Flächenwinkel alle unter einander gleich. 


Beweis. Für diejenigen regulären Körper, deren Ecken dreikantig ſind, 
alſo für das Tetraeder, Heraeder und Dodekaeder, folgt die Richtigkeit des 
Fig. 76. Satzes ſogleich aus dem Satze I., 68 für drei⸗ 

kantige Ecken. — Für das Octaeder läßt ſich 
die Gleichheit der Flächenwinkel auf folgende Art 
direct beweiſen. ABCDEG (Fig. 76) ſei ein ſolches, 
von acht gleichſeitigen Dreiecken begrenzt. Da 
X ABE = ABG = CBE = CBG AR 
und EB = BG, fo ſteht, wie leicht zu zeigen, 
die Diagonale EG auf der Ebene des Dreieckes 
ABC ſenkrecht; dasſelbe gilt, da X ADE = 
CDE GDC GDA =I N und DG = DE, 
von EG in Beziehung auf die Ebene des Dreieckes ADC; daher liegen die 
Dreiecke ABC und ADC in einer Ebene, und in dieſer it 480 D ein 
Rhombus, deſſen Diagonalen BD und 40 auf einander und auf EG ſenk⸗ = 
recht ſtehen. Hieraus und aus der Gleichheit der Kanten des Körpers folgt * 


die Gleichheit der drei Diagonalen. Die Rhomben find daher Quadrate, 


mithin die dreikantigen Körperwinkel, welche dieſe Quadrate oder Diagonal⸗ 
ebenen mit den Seitenflächen machen, von gleichen Winkeln (= 1 K und z N) 
gebildet, folglich nach I., 68 die Flächenwinkel dieſer letzteren einander gleich. 


Vierter Abſchnitt. Die regulären Körper. 40-—43, 69 


Was das Ikosaeder betrifft, fo wird es, ſtatt eines beſonderen Beweiſes, 
genügen, zu bemerken, daß der vorliegende Satz allgemein eine unmittelbare 
Folge des im vorhergehenden Abſchnitt Nr. 32 aufgeſtellten und im Anhange 
bewieſenen Satzes iſt, daß, wenn zwei convere Polyeder in den Seitenflächen 
und ihrer Ordnung übereinſtimmen, fie dann auch in den Flächenwinkeln, 
welche dieſe bilden, nicht verſchieden ſind. Um jene Folge zu ziehen, hat man 
ſich nur entweder den Körper doppelt zu denken und ſo mit ſich ſelbſt zu 
vergleichen, oder, man hat ihn einem Körper mit denſelben Seitenflächen 


gegenüber zu ſtellen, um aus der Anwendung des eben erwähnten Satzes 


auf ſie die Gleichheit der Flächenwinkel zu erkennen. 


41. Aufgabe. Das reguläre Tetraeder von gegebener Kantenlänge 
m zu conſtruiren. (Jig. 77.) 


Auflöſung. Man beſchreibe das gleichſeitige Fig. 77. 
Dreieck ABC, deſſen Seite = m, errichte auf deſſen 1 
Ebene und in ſeinem Mittelpunkte 0 ein Perpendikel D 


OE und beſchreibe in einer durch A und OE geleg: 
ten Ebene um 4 als Mittelpunkt und mit m al3 
Radius einen Kreis. Derſelbe treffe OE in D; ver: 
bindet man nun D mit A, B und C, fo iſt ABCD 
das Kantennetz des regulären Tetraeders. 

Auf eine andere Art gelangt man zu dem Punkte D, wenn man die 
Höhe OD des Tetraeders beſtimmt. Es iſt aber OD? = AD? — 407, und 
nach Planim. VI., 10, Zuſ. 3, 402 oder AD? = 3 4052; folglich OD? = 
3 AO? — 40 2 402. Conſtruirt man alſo ein rechtwinkeliges gleich: 
ſchenkeliges Dreieck, deſſen Katheten = AO find, fo iſt die Hypotenuſe bes: 
ſelben die verlangte Höhe des Tetraeders. 


42, Aufgabe. Den Kubus zu conſtruiren, von 
gegebener Seitenlänge m. 


Da dieſer Kubus ein ſenkrechtes Prisma von der 
Höhe m und ſeine Grundfläche ein Quadrat von der 
Seitenlänge m iſt, jo erhellt die Conſtruction von 
ſelbſt. 


43. Aufgabe. Das reguläre Octaeder von gegebener Kantenlänge 
m zu conſtruiren. 


Fig. 79. 


44. Aufgabe. 


Fig. 80. 
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Auflöſung. Man beſchreibe das Quadrat 
Ab, deſſen Seite gleich m, und errichte 
auf ſeiner Ebene im Durchſchnitte 0 ſeiner 


Diagonalen zu beiden Seiten desſelben ein 
Perpendikel 0E = 0G = 04; Ac, BD 
und ZG find alſo drei gleich lange, aufeinander 
ſenkrecht ſtehende und in 0 ſich halbirende 
Linien. Verbindet man nun die Endpunkte E 
und 6 der letzteren mit den Endpunkten 4, 
B, C und D der erſten, fo entſteht, wie ſich 
leicht zeigen läßt, das Kantennetz 480 DEG 
des regulären Octaeders. 


Das reguläre Dodekaeder zu conſtruiren, deſſen 
Kantenlänge gegeben und gleich m ift. (Fig. 80.) 


Auflöſung. Legt man drei reguläre 
Fünfecke 40D, AE und ABG, deren 
Seitenlänge gleich m iſt, jo aneinander, 
daß die Winkel BAE, EAF und FAB der: 
ſelben, welche alle = & R find, eine för: 
perliche Ecke bilden, fo iſt mit Hülfe von 
I., 66 leicht nachzuweiſen, daß auch die 
Winkel CBH, DEO und GFP = A R 
oder Winkel regulärer Fünfecke werden. Es 
laſſen ſich alſo an ED und BC wieder 
zwei ſolche Fünfecke ED und BCJ anlegen, 


welche ſich den drei früher genannten Fünfecken anſchließen; endlich läßt ſich 


aus demſelben Grunde ein ſechſtes Fünfeck CDL an CD legen, welches ſich 


den vorigen anſchließt. Conſtruirt man nun mit ſechs andern regulären 


Fünfecken eine zweite der vorigen ganz gleiche convexe Fläche, fo folgt daraus, 
da die Winkel GFP, PON, NML... alle = R find, daß dieſe zweite 


m zu conſtruiren. 


3 Fläche ſo an die erſte anſchließend gelegt werden kann, daß dadurch ein 
Körper entſteht, der durch 2.6 — 12 reguläre Fünfecke begrenzt ift. 


45. Aufgabe. Das reguläre Ikoſgeder von en Kantenlänge 


Be; 


8 Bierter Abschnitt. die 80 Körper, 43—46. 


. Conſtruction. Man bilde (Fig. 8 1) in ahnlicher 
Weise, wie bei Aufg. 41 (Fig. 77) geſchehen, die fünf- 
ſeitige Pyramide ABCDEO, deren Baſis BC DEO ein N 
reguläres Fünfeck von der Seitenlänge m iſt, und . l. | 
deſſen Seitenflächen die gleichſeitigen Dreiecke ABC, 
An, bilden. Zieht man BD, fo iſt A ABD J 
> CBD, mithin X BAD = e = l. Das: O 
ſelbe gilt von den Winkeln, CAE, DAO, EAB und 
OAC, von denen jeder = $ R. Man vollende nun 
die regulären Fünfecke BADHG, CAEJH, DAOKJ, EABNK, und OACGN, 
jo erhält man 10 unter ſich und der Grundfläche der Pyramide ſich anſchlie⸗ 
ßende gleichſeitige Dreiecke: CDH, DHJ, DIE, EJK x. Die ſo aus 15 an⸗ 
einander ſtoßenden Dreiecken gebildete convere Fläche läßt ſich endlich durch eine 
von weiteren fünf gleichſeitigen Dreiecken umſchloſſene körperliche Ecke RGHIKN, 
deren Spitze Rift, zu einer überall zuſammenhängenden Fläche ſchließen, welche 
die Oberfläche des verlangten regulären Ikoſaeders bildet. 

2. Conſtruction. An jeder Ecke des gleich— 
ſeitigen Dreiecks ABC, deſſen Seite = m iſt, 
(Fig. 82) bilde man mittelſt Anſchließung von 
neuen gleichſeitigen Dreiecken eine reguläre fünf: 
flächige Ecke, jo daß ABC eine gemeinſchaftliche 
Seitenebene dieſer drei Ecken wird. Denkt man 
ſich nun die gebildete, aus 10 aneinander ſtoßen⸗ 
den gleichſeitigen Dreiecken beſtehende, convere 
Oberfläche noch einmal conſtruirt, ſo läßt ſich die 
zweite mit der erſten, wie leicht nachzuweiſen iſt, ſo zuſammenſtellen, daß 
dadurch ein von allen Seiten geſchloſſener, von 20 regulären Dreiecken 
begrenzter, Körper entſteht. 

Ueber die Projicirung des regulären Dodekaeders und Ikoſgeders und die 
Conſtruction dieſer Körper mittelſt ihrer Projectionen ſiehe Anhang J. 18. 


Fig. 81. 


46. Satz. In jedem regulären Polyeder gibt es einen Punkt, der 
a) von allen Seitenflächen, b) von allen Kanten, c) von allen Eden gleich⸗ 
weit abſteht. 


Es gibt demnach a) eine Kugel, welche ſämmtliche Seitenflächen berührt, 
b) eine Kugel, welche ſämmtliche Kanten berührt, und c) eine Kugel, welche 
durch ſämmtliche Ecken geht. 
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Beweis. Errichtet man auf zwei benachbarten Seitenebenen in der 
Mitte einer jeden ſenkrechte Linien, ſo iſt leicht nachzuweiſen, daß dieſelben 
ſich in einem Punkte ſchneiden, der von den Mitten jener Ebenen gleichweit 
abſteht. Errichtet man nun noch auf einer dritten anſtoßenden Seitenebene 
in der Mitte eine Senkrechte, ſo läßt ſich ferner durch Deckung zeigen, daß auch 
dieſe dritte Senkrechte mit den beiden erſten in demſelben Punkte zuſammentreffe, 
und dieſer Punkt auch von der dritten Seitenebene ebenſoweit entfernt ſei, wie 
von den beiden erſten. Durch Fortſetzung dieſer Schlüſſe folgt, daß dieſer Punkt 
von ſämmtlichen Seitenebenen gleichweit abſteht. Durch Congruenz der Dreiecke 
läßt ſich ferner nachweiſen, daß derſelbe Punkt, welcher von den Seitenebenen 
gleichweit abſteht, ſowohl von allen Seitenkanten, als auch von allen Ecken 
gleichweit entfernt iſt. Hieraus ergibt ſich die über die drei Kugeln aufgeſtellte 


Behauptung von ſelbſt. 


Zuſatz. Läßt ſich eine Kugel beſchreiben, welche die Seitenebenen eines 
Körpers berührt, und eine zweite concentriſche, welche durch die Ecken geht, 
ſo braucht der Körper deßhalb noch kein regulärer zu ſein. Denn wenn man 
einem Körper eine Kugel umſchreiben und eine concentriſche einſchreiben 
kann, ſo folgt daraus nur: 1) daß die Grenzebenen Kreisfiguren ſind, d. h. 
ſolche, welchen ſich Kreiſe umſchreiben laſſen, und 2) daß die Halbmeſſer 


dieſer Kreiſe einander gleich ſind. 


47. Satz. Die Mittelpunkte der verſchiedenen Seitenflächen eines 
regulären Polyeders ſind gegenſeitig die Spitzen eines andern regulären 


Körpers, nämlich: 


Die Seitenmitten des Tetraeders ſind die Spitzen eines Tetraeders, 


5 „ „ Hexaeders „ 
P 1 „ Octaeders „ 
v ” „ Dodekaeders, 


„ Ikoſaeders „ 


* ” 


Beweiſe leicht. 


48. Satz. Die Spitzen eines regulären Heraeders oder Dodekaeders 


” 


" 


* 


u 


* 


" 


” 


" 


* 


Octaeders, 
Hexaeders, 
Ikoſaeders, 
Dodekaeders. 


ſind zugleich die Spitzen von zwei oder fünf regulären Tetraedern. 


Beweiſe einfach. 


49. Aufgabe. Auf einer gegebenen Stellas die Eckpunkte der 


fünf darin einzuſchreibenden regulären Polyeder zu beſtimmen. 


Auflöſung. Denkt man ſich einem beliebigen der fünf regulären 
Körper eine Kugel umgeſchrieben und die Ecken des Körpers durch Bogen 
größter Kreiſe in derſelben Weiſe verbunden, wie ſie es durch die Kanten 


re 
3 


Vierter Abſchnitt. Die regulären Körper. 46 49. 73 


ſind, ſo theilen dieſe Bogen die ganze Oberfläche der Kugel in ſo viele 
reguläre ſphäriſche Dreiecke, Vierecke oder Fünfecke, als der Körper Seitenflächen 
hat. Jedem ſolchen ſphäriſchen Drei-, Vier: oder Fünfecke entſpricht ein von den 
Kanten des Körpers gebildetes Sehnen⸗, Drei-, Vier⸗ oder Fünfeck, welches mit 
ihm dieſelben Ecken hat. Hierauf gründen ſich folgende Auseinanderſetzungen: 

Am einfachſten laſſen ſich auf der Kugel⸗ Fig. 83. 
fläche die Ecken eines Octaeders beſtimmen. Die 
Durchſchnitte A, B, C, D, E und 6 dreier auf 
einander ſenkrecht ſtehenden größten Kreiſe 
AECG, DEBG und ABCD find die Ecken des 
Octaeders. Die ſphäriſchen Mitten A, 7, m, n, 4 
o, p, s, t der Dreiecke ABE, EBC, u. |. w. 
find die Eckpunkte eines der Kugel eingeſchrie⸗ 
benen Würfels, und endlich ſind die vier Punkte 
8, m, i, p für ſich, fo wie die vier Punkte v, o, n,: 
für ſich die Eckpunkte eines der Kugel eingeſchriebenen Tetraeders. Unab⸗ 
hängig vom Octaeder erhält man auch die Tetraeder und Hexaeder-Ecken 
durch die folgende Betrachtung. 

Von dem einer Tetraederfläche angehörigen 
ſphäriſchen Dreiecke kennt man die drei Winkel. 
Jeder derſelben beträgt, da 3 um einen Punkt 
herum liegen und gleich find, 3 N. Jede Seite 
des mit dieſem reciproken Dreieckes beträgt 
alſo 3 eines Quadranten (II., 29). 

Man beſchreibe alſo (Fig. 84) auf der Kugel⸗ 
fläche zunächſt ein gleichſeitiges Dreieck ABC, 
fo daß die geradlinigen Entfernungen AB, BC und CA dem Radius der Kugel 
gleich werden. Das dem Dreiecke ABC entſprechende reciproke Dreieck abe 


wird alsdann, wie ſich einfach nachweiſen läßt, Fig. 85. 

drei Eckpunkte des Tetraeders liefern, wozu ſich 2 

auch der vierte leicht beſtimmen läßt. IHR . 5 
Zur Conſtruction des Hexaeders denke man  // \ 

fih zu dem einer Seitenfläche desſelben entſpre— 0 577 

chenden ſphäriſchen Vierecke das reciproke Viereck * | 7 

conſtruirt und ſuche deſſen Seiten zu beſtimmen. N re 45 


In Folge dieſer Beſtimmung mache man ein 4 
Quadrat (Fig. 85), deſſen Seite dem Radius 67 


PER EN 
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® 
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der Kugel gleich iſt, und lege dasſelbe ſo, daß es mit ſeinen Ecken 4, B, C und ) 
die Kugelfläche berührt; bilde ferner durch Verbindung dieſer Ecken ein 
ſphäriſches Viereck und conſtruire zu demſelben das reciproke Viereck ETI, f 
dann find E, F, G und H vier zum Hexaeder gehörige Eckpunkte 9. 
Iſt ferner 480 DE (Fig. 86) das zur Fl. 
Seitenfläche des Dodekgeders gehörige ſphä⸗ 15 
riſche Fünfeck, abede deſſen reciprokes Fünfeck, 
jo iſt jeder der Winkel A, B ꝛc. = 3 R, alſo 
jede der Seiten ab, be ꝛc. des reciproken 
Fünfeckes —= 3 des Quadranten, jede der 
Sehnen ab, be x. iſt ſomit dem Radius 
der Kugel gleich. Conſtruirt man alſo in i 
einer Ebene das reguläre Fünfeck über dem 
Radius der Kugel als Seite (Plan. VI., 15), 
trägt dasſelbe mit den Ecken in die Kugel⸗ 
fläche, conſtruirt zu demſelben das entſpre⸗ 
chende ſphäriſche Fünfeck abede und zu 
letzterem die reciproke Figur 48 CDE, jo 
find die Punkte A, B, C, D und E fünf dem 
\ Dodekaeder zugehörige Ecken; die übrigen | 
ergeben ſich leicht durch jene. 


Fig. 86. 


B er | Zur Conſtruction des Ikoſaeders end⸗ 
b I e lich ſuche man ebenſo aus dem ſphäriſchen 
I. Dreiecke ABC (Fig. 87), welches einer 


Seitenfläche des Ikoſaeders entſpricht, das reciproke Dreieck abe zu beſtimmen. 
Da jeder der Winkel A, 5 und C=&R iſt, fo iſt jede der Seiten be, ca und 
ab = 3 eines Quadranten. Theilt man daher den Umfang eines größten 5 
Kreiſes in 10 gleiche Theile und nimmt 3 derſelben, ſo erhält man einen 
der Seite be gleichen Bogen, hieraus das Dreieck abe und endlich das reci⸗ 
proke Dreieck ABC. Das Ikoſaeder läßt ſich aber auch aus dem Dodekaeder 
und umgekehrt das Dodekaeder aus dem Ikoſaeder darſtellen. | 


*) Die Eckpunkte A, B, C und D Fig. 85 des Vierecks ABCD liegen auf 
den Seiten des reciproken Vierecks. Warum? 


IV. Capitel. 


Die Schnitte der Cylinder⸗ und Kegelſläche; Größe des 
Cylinder⸗ und Kegelmantels, der Oberfläche von Kugel 
’ und Ring. 


Erſter Abſchnitt. 


Schnitte der Cylinder⸗ und Kegelfläche. 


1. Erklärung. Unter Cylinderfläche oder cylindriſcher Fläche 
verſteht man im allgemeinſten Sinne jede Fläche, die von einer begrenzten 
oder unbegrenzten geraden Linie beſchrieben wird, wenn dieſe ſich längs 
einer gegebenen krummen Linie (Richtungscurve, Directrix) im Raume ſo 
fortbewegt, daß ſie dabei ſtets ſich ſelbſt in ihrer anfänglichen und daher 
auch ſpätern Lage parallel bleibt. Die beſchreibende gerade Linie wird dabei 
in jeder beſondern Lage oder Stelle, die ſie durch die Fortbewegung erhält, 
eine Seitenlinie der Cylinderfläche genannt. Die Seitenlinien ſind daher 
alle untereinander parallel. Auch iſt der Durchſchnitt der cylindriſchen Fläche 
mit jeder Ebene, welche durch eine Seitenlinie oder durch eine den Seiten⸗ 
linien parallele Gerade gelegt wird, ſelbſt eine der Seitenlinien. 


2. Sa tz. Die Cylinderfläche iſt eine Fig. 88. 
gekrümmte Flüche, ſo jedoch, daß in der 
Richtung der Seitenlinie keine Krümmung 
Statt findet. (Fig. 88.) 


Der Beweis hat zu zeigen, daß eine 
gerade Linie, welche irgend zwei nicht in 
einer Seitenlinie liegende Punkte 4 und 
B der Cylinderfläche verbindet, mit allen 
übrigen Punkten außerhalb dieſer Fläche 
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liegt. Man ziehe deßhalb durch die Punkte A und B zwei Seitenlinien 40 
und BD bis zur Curve MNO, längs welcher die beſchreibende Linie der 
Cylinderfläche ſich fortbewegt hat und verbinde die Punkte C und D. Daraus, 
daß die gerade Linie oder Sehne CD keinen Punkt mit dem Bogen CND 
gemein hat und 40 || BD iſt, läßt ſich, mit Hülfe zu ziehender Parallelen, 
nachweiſen, daß auch die Gerade AB keinen Punkt mit der Cylinderfläche 
gemein hat. 


3. Satz. Die Cylinderfläche iſt eine Fläche, die ſich zur Ebene aus⸗ 
ſtrecken oder entrollen läßt (surface developpable). 


Denkt man ſich durch jede von mehreren Seitenlinien der Cylinderfläche 
a) eine Ebene gelegt, welche dieſe und die folgende Seitenlinie in ſich enthält, 
b) eine Ebene, welche die Flaͤche berührt, ſo entſtehen zwei prismatiſche 
Räume, von welchen der eine der Cylinderfläche eingeſchrieben, der andere 
ihr umgeſchrieben iſt. Die Seitenfläche eines jeden dieſer prismatiſchen Räume 
läßt ſich in eine Ebene ausbreiten, indem man ſich vorſtellen kann, jede der 
Ebenen, woraus ſie beſteht, drehe ſich um eine der ſie begrenzenden Kanten 
ſo lange, bis ſie in die Erweiterung der benachbarten Ebene fällt und dann 
mit dieſer nur eine Ebene ausmacht. Da nun die Cylinderfläche zwiſchen 
den Seitenflächen der prismatiſchen Räume liegt und die Grenze bildet, 
welcher jene Seitenflächen ſich durch Vermehrung der Anzahl von Ebenen, 
aus denen ſie beſtehen, beliebig nähern können, ſo wird dasſelbe von der 
Cylinderfläche gelten. 


Fig. 89. 5 4. Satz. Die Durchſchnitte der Cylinderfläche 
mit zweien unter ſich parallelen Ebenen ſind jeder⸗ 
zeit congruente Figuren. (Fig. 89.) 


Beweis. Dieſe Durchſchnittsfiguren feien DEF 
und MM, AB aber irgend eine den Seitenlinien 
parallele Gerade, welche die Ebenen jener in 4 und 
B trifft. Zieht man nun in einer dieſer Ebenen 1 
in DEF von A aus zwei beliebige Gerade AD und 
AE bis zum Umfang der Figur und legt durch jede 
derſelben und durch AB eine Ebene, deren Durch⸗ 
ſchnitte mit der andern Figur und der Cylinderfläche für die eine BM und 
DM, für die andere BN und EN ſeien, fo ergibt ſich gleich, daß ADMB und 
AENB Parallelogramme find, daß alſo AD = BM, AE = B ſei. Auch 


Erſter Abschnitt. Schnitte der Cylinber- und Kegelfläche. 3-6. 77 


Alt X DA = MBN. Hieraus folgt die Möglichkeit, beide Figuren zur 


Deckung zu bringen, d. h. ihre Congruenz. Vergl. I., 77. 


5. Erklärungen. Unter Cylinder im allgemeinen Sinne des Wortes 
verſteht man einen Körper, der von irgend einer Cylinderfläche und zweien 
parallelen Ebenen ringsum begrenzt wird. Dieſe Ebenen, ſo weit ſie den 


Cylinder begrenzen, ſind ſeine Grundflächen, und dieſe find nach (J) ſtets 


congruente Figuren; derjenige Theil der Cylinderfläche aber, welcher zwiſchen 
den beiden Grundflächen liegt, wird der Mantel des Cylinders genannt. 
Der Mantel iſt alſo der allein gekrümmte Theil der Oberfläche. 


Stehen die Seitenlinien des Cylinders ſenkrecht auf der Grundfläche, ſo 
iſt der Cylinder ein ſenkrechter, ſonſt ein ſchiefer. a 


Höhe eines Cylinders iſt der ſenkrechte Abſtand feiner beiden Grund- 
flächen von einander. Sie iſt beim ſenkrechten Cylinder den Seitenlinien 
gleich, beim ſchiefen kleiner als dieſe. 


6. Erklärungen. Im engeren Sinne und namentlich auf dem 
Gebiete der Elementar⸗Geometrie verſteht man unter Cylinder insgemein nur 
den Kreiscylinder, d. h. denjenigen, deſſen Grundfläche ein Kreis iſt. 
Der Mantel desſelben wird nun von einer geraden Linie beſchrieben, die ſich 
ſelbſt parallel bleibend, fortrückt, während ihr Ende den Umfang eines Kreiſes 
durchläuft, kann aber auch von dieſem Umfange beſchrieben werden, indem 
man den Mittelpunkt desſelben eine gerade Linie durchlaufen läßt, während 
die Ebene desſelben ſich ſelbſt oder der anfänglichen Lage parallel bleibt. 


Die gerade Linie, welche die Mittelpunkte der Grundflächen verbindet, 
iſt die Achſe des Cylinders. Sie iſt den Seitenlinien auf dem Mantel 
nothwendig parallel und enthält die Mittelpunkte aller den Grundflächen 
parallelen Durchſchnitte. Dieſe ſind nach (4) Kreiſe von gleichem Radius 
mit den Grundflächen. 


Der Kreiscylinder iſt gleichfalls ſenkrecht oder ſchief, je nachdem die 
Achſe ſenkrecht oder ſchief auf der Grundfläche ſteht. Die Höhe des ſenkrechten 
iſt der Achſe gleich, die des ſchiefen kleiner als die Achſe. — Wird ein Rechteck 
um eine ſeiner Seiten einmal vollſtändig umgedreht, ſo erzeugt dasſelbe einen 
ſenkrechten Cylinder; die an die Achſe ſtoßenden Seiten beſchreiben die kreis— 
förmigen Grundflächen, die gegenüber liegende Seite beſchreibt den Mantel. 


TE 
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7. Satz. Der Durchſchnitt des Cylinders mit irgend einer durch die 


Achſe oder parallel mit der Achſe geführten Ebene lim erſten Falle kurz: 


Achſenſchnitt genannt) iſt ein Parallelogramm. Im ſenkrechten Cylinder 
find dieſe Parallelogramme ſämmtlich Rechtecke und, wenn es Achſenſchnitte 
ſind, congruent. Im ſchiefen Cylinder iſt der größte Achſenſchnitt auch ein 


Rechteck; die übrigen find ſchiefwinkelig und um fo kleiner, je größer ihr n 
Neigungswinkel mit der Grundfläche iſt. Der größte hat zu dieſer dieſelbe 


Neigung, wie die Achſe; der kleinſte ſteht auf dem größten und auf der 
Grundfläche ſenkrecht. (Fig. 90.) . 


Die erſte Behauptung, daß jeder der genannten Schnitte ein Parallelo⸗ 
gramm ſei, folgt ſofort aus I., 39 und den der Definition der Cylinderfläche 
in (J) beigefügten Bemerkungen über die Seitenlinien. Die zweite den 
ſenkrechten Cylinder betreffende iſt gleichfalls aus der Erklärung desſelben 
offenbar. — Was die dritte Behauptung über die Achſenſchnitte des ſchiefen 
Cylinders betrifft, jo ſei MY O ein ſolcher 
durch die Achſe 40 geführter Schnitt. Fällt 
man aus dem Mittelpunkte 4 der obern 
Grundfläche ein Perpendikel AH auf die 
untere, dann aus H ein Loth HO auf MN 
oder deren Verlängerung und verbindet 0 
mit A, fo iſt auch (I., 26) AO L MN, 
alſo 40 die Höhe des Parallelogramms 
MVPO. Da die Grundlinie MN desſelben 
ſich nicht ändert, wenn man die Schnittebene 
um die Achſe dreht, jo iſt das Parallelo⸗ 
gramm MNPQ feiner Höhe 40 proportional. 
AO wird aber um ſo kleiner, je größer der Winkel 40 /, d. i. je größer 
der Neigungswinkel der Ebene MPO gegen die Grundfläche des Cylinders 
iſt. Nach I., 51 ift dieſer Winkel am größten, wenn MN in die Richtung 
von CH fällt; der Achſenſchnitt ſteht dann ſenkrecht auf der Grundfläche (in 
der Figur iſt er BDEF) und hat unter allen den kleinſten Inhalt; dagegen 
iſt jener Winkel am kleinſten und dem der Achſe gegen die Grundfläche gleich, 
wenn MN I BD iſt. Der Achſenſchnitt iſt alsdann am größten und bildet, 
da nun 40 | MN üt, ein Rechteck. 


Zuſatz. Die Endpunkte 0 der aus 4 auf die Durchmeſſer der Grund⸗ 


fläche gefällten Perpendikel liegen alle im Umfange eines über CH als 
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f W mehr ne Kreifes, der 10 art geometriſche Ort jener End⸗ 
punkte iſt. ren 


8. Sa tz. Geht durch einen n Punkt i im Umfange der Vaſis des Cylinders 
eine Seitenlinie desſelben und eine Tangente zur Baſis, ſo wird 1) jede 
dritte gerade Linie, welche zwei Punkte jener Linien verbindet, den Cylin⸗ 
dermantel in einem Punkte der Seitenlinie, 2) eine durch beide Linien 
gelegte Ebene denſelben Mantel längs der ganzen Seitenlinie berühren. 


Der Beweis hat darzuthun, daß jeder Fig. 91. 
Punkt 0 (Fig. 91) der genannten Verbindungslinie 
(in der Figur MN) mit Ausnahme des zur Sei⸗ 
tenlinie AB gebörigen Punktes N außerhalb 
des Cylinders liege. Zu dem Ende ziehe man 
durch 0 mit AB eine Parallele bis zur Tan⸗ 
gente NB; fie muß dieſe treffen, geſchieht es 
in P, ſo liegt P außerhalb des Cylinders, 
daher auch die ganze Linie PO und ſomit auch 
der Punkt ©. 15 


PB 

Zuſatz. Durch jede Seitenlinie des Cylinders läßt ſich nur eine 
Berührungs⸗Ebene legen, und alle durch Punkte jener Seitenlinie gehenden 
Tangenten fallen in dieſe Ebene. Leicht läßt ſich nämlich zeigen, daß eine 
Ebene, welche AB, aber nicht die Tangente NB in ſich enthält, den Cylinder⸗ 
mantel in einer zweiten Seitenlinie, ſo wie daß eine gerade Linie, die N 
und einen außerhalb der Tangente NB liegenden Punkt verbindet, den Mantel 
in einem zweiten Punkte treffen muß. 


9. Aufgabe. Durch einen außerhalb des Cylinders gegebenen Punkt 
eine Berührungs⸗Ebene an denſelben zu legen. 


Die Auflöſung iſt auf den vorigen Satz Fig. 92. 
zu gründen und leicht, wenn man bemerkt, 
daß eine durch den gegebenen Punkt 4 mit 
der Cylinderachſe gezogene Parallele AB die 
verlangte Ebene in ſich enthalten muß. 

Zuſatz. Durch einen gegebenen Punkt 4 
außerhalb des Cylinders laſſen ſich immer zwei 
Ebenen legen, die beide den Cylinder berühren. 
Ihr Durchſchnitt iſt der Achſe parallel. 


= 


My HF a ae Te, A 
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10. Sat. Jede von der Cylinderfläche begrenzte und die Achſe Bi 


treffende gerade Linie wird von der Achſe halbirt. 


Fig. 93. Zum Beweiſe lege man durch die in Rede 
ſtehende Linie (in der Figur AB) und die Cylinder⸗ 
achſe CO eine Ebene und wende auf das als 


Grundfläche entſtehende Trapez ABED den Satz 
in Planim. II., 46 an, wodurch man 40 = CB 
erhält. 

Zuſatz. Jede Figur, die aus dem Durch⸗ 
ſchnitte der Cylinderfläche und einer Ebene entſteht, 
hat einen Mittelpunkt, d. h. einen Punkt, der alle durch ihn und bis zum 
Umfange der Figur gezogenen geraden Linien (Durchmeſſer derſelben) halbirt. 
Dieſer Mittelpunkt liegt in der Achſe. 


11. Erklärung. Wird ein ſchiefer Cylinder von einer der Grundfläche 
nicht parallelen Ebene ſo geſchnitten, daß die Achſe dabei gleiche und 
unter ſich in einerlei Ebene liegende Neigungswinkel mit der ſchneiden⸗ 
den Ebene und der Grundſläche bildet, fo wird ein ſolcher Durchſchnitt des 
Cylinders Wechſelſchnitt (Sectio subeontraria) genannt. 

Es werde der ſchiefe Cylinder 
ABFE, deſſen Grundfläche AB und 
Achſe 06 ift, von einer Ebene CD ſo 
geſchnitten, daß der Neigungswinkel DMO 
dieſer Ebene mit der Achſe MO dem 
Neigungswinkel BOM der Grundfläche 
mit derſelben Achſe gleich iſt; der Schnitt 
CD heißt ein Wechſelſchnitt. 

1. Zuſatz. Die Ebene des Wech⸗ 
ſelſchnitts ſteht eben ſo wie die Grund⸗ 
fläche auf der Ebene des kleinſten Achſen⸗ 
ſchnittes (7) ſenkrecht. 


2. Zuſatz. Alle eee eines ſchiefen Cylinders ſind unter 


ſich parallel. 

| 3. Zuſatz. Die beiden Linien, in welchen die Ebene des kleinſten 
Achſenſchnitts von den Ebenen eines Wechſelſchnitts und der Grundfläche 
getroffen wird, bilden mit der Achſe des Cylinders ein gleichſchenkeliges Dreieck. 


Durchſchnitt dieſer Ebene mit der Cylinder und f 


S 


is 


7 10 S a tz. Jeder 8 eines ſchiefen Cylinders iſt ein Kreis, 
En jo groß wie die Grundfläche. Umgekehrt: iſt der Durchſchnitt des Cylinders 
mit einer der Grundfläche nicht parallelen Ebene ein Kreis, ſo iſt er ein 
Se Wechſelſchnitt 


zu zeigen, daß ABDE ein Kreis iſt, lege 


Erſter Beweis. I. ABDE (ig. 95) fei Fig. 95. 


8 ein Wechſelſchnitt des ſchiefen Cylinders PN; 
die Ebene desſelben treffe die Achſe des 


Cylinders in C und ſchneide die Ebene des 
kleinſten (auf der Grundfläche alſo ſenk— 
rechten) Achſenſchnitts PO RS nach AD. Um 


man durch C noch zwei Ebenen, die eine 
parallel mit der Grundfläche, die andere 
ſenkrecht gegen die Achſe. Jene, bis zur 
Cylinderfläche erweitert, bildet einen mit der 
Grundfläche congruenten (4), alſo kreisför⸗ 
migen Parallelſchnitt HBKE, dieſe 
einen gegen alle Seitenlinien des Cylinders 
ſenkrechten Querſchnitt FBGE. Da die 
Ebenen aller drei Schnitte auf der des kleinſten Achſenſchnitts 70 As ſenkrecht 
ſtehen und durch C geben, fo iſt ihre gemeinſchaftliche Durchſchnittslinie BCE 
gleichfalls auf der Ebene PORS ſenkrecht. BE t theilt aber vermöge (10) die 
Figur des Querſchnitts FBGE in zwei völlig gleiche Theile; denkt man ſich 
daher den Cylinder um ſeine Achſe gedreht, bis daß CB auf CE, CE auf 
CB zu liegen kommt, fo vertauſchen die beiden Hälften ET und BGE des 
Querſchnitts FBGE ihre Stelle und decken ſich gegenſeitig; zugleich aber decken 
ſich gegenſeitig die beiden Hälften der Cylinderfläche, in welche dieſe von den 
durch B und E gehenden Seitenlinien getheilt wird, denn alle Seitenlinien 
jener Fläche ſtehen auf der Ebene FBGE ſenkrecht. Ferner vertauſchen auch 
die Ebenen des Wechſelſchnitts ABDE und des Parallelſchnitts HRKE ihre 


Stelle und decken ſich gegenſeitig, denn nach der Vorausſetzung haben beide 


gleiche Neigung gegen die Achſe und bilden daher auch gleiche Neigungs— 
winkel (MCG und DEG oder ACF) mit der Ebene des Querſchnitts EFRG. 
Aus beiden Deckungen vereint folgt ſogleich die Congruenz des Wechſelſchnitts 
ABD mit dem Parallelſchnitt KE Hg. Da nun der letztere ein der Grund— 
fläche gleicher Kreis iſt, jo iſt es auch der erſte. 

Heis u. Eſchweiler. II. 6 
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II. Umgekehrt: nimmt man an, ABDE (Fig. 96) ſei ein der Grundfläche Rs: 


nicht paralleler, aber doch kreisförmiger Cylinderſchnitt, ſo muß er ein Wechſel⸗ 


ſchnitt fein. Denn erſtlich iſt (nach 10) der Punkt C, in welchem die Achſe 
des Cylinders von der Ebene jenes Schnittes getroffen wird, der Mittelpunkt 
Fig. 96. des Kreiſes ABDE, daher die Durchſchnitt s 


linie BE der Ebene dieſes Schnitts und 
eines durch C geführten Parallelſchnitts 
HBKE ein gemeinſchaftlicher Durchmeſſer 


Grundfläche gleich, und, wenn die Ebenen 
ABDE und HBKE die des kleinſten Achſen⸗ 
ſchnitts in AD und HK treffen, Radius 
CD=CK Es muß aber BE auf der 
Ebene des eben genannten Achſenſchnitts ſenkrecht ſtehen; denn, wäre dieſes 
nicht, jo würde der durch C ſenkrecht gegen die Achſe geführte Schnitt nicht 
durch B gehen, vielmehr würde er den Kreisumfang HBKE in einem von B 
verſchiedenen Punkte, etwa N, treffen und CM auf der Ebene des kleinſten 


Achſenſchnitts AHDK ſenkrecht ſtehen. Ein durch AD und CM geführter 
Schnitt wäre alſo ein Wechſelſchnitt, daher nach I. CH dem Radius der 


Grundfläche oder der CK gleich. Dies kann aber nicht fein; denn zieht man 
durch M eine Seitenlinie der Colinderfläche, welche den Kreisumfang ABDE 


in N trifft und verbindet N mit C, jo entſteht ein bei M rechtwinkeliges 


Dreieck CMY, worin CM < CN Da N im Umfange des Kreiſes 48 DE 


liegt, jo iſt Cy = CD, folglich, da CD = DK, CH— CK im Widerspruch 
ö Fig. 97. mit dem Obigen. Es muß alſo BE auf 


der Ebene ADH ſenkrecht ſtehen, und 
folglich, da & CMD = CDK Met: 
ein Wechſelſchnitt. 

ſei (Fig. 97) 40 der in der Ebene 70S 


ders liegende Durchmeſſer eines Med: 


beider; der Kreis 48 DE iſt alſo der 


gungswinkel der Achſe gegen die Ebene 
der Kreiſe HBKE und ABDE), iſt aB 


Zweiter Beweis. I. Wie vorher 


des kleinſten Achſenſchnitts eines Cylin⸗ 


ſelſchnitts desſelben; C deſſen Mittel: 
punkt, 0 der der Grundfläche, alſo C0 ein Theil der Achſe. Um die 
Congruenz des Wechſelſchnitts mit der Grundfläche darzuthun, ſei KI. f 6 


Ebbe age See der Ehn und eh 12- 13, 83 


e in durch 125 eine gegen 504 ſenkrechte Ebene gelegt. Dieſelbe 


ſchneide die Ebene des Wechſelſchnittes in KM, die Grundfläche in L den 
Fuylindermantel in MN, Da nach der Vorausſetzung & 00D = C00, 
. fo ift (Planim. II., 41) C0 Lx ein gleichſchenkeliges Trapez oder Ch = OL; 


ferner ſind nach I., 50 KM und L auf der Ebene 470 ſenkrecht, daher 


8 unter ſich parallel; auch iſt MN 1 KL, deßhalb ML ein Parallelogramm 


und R = AL. Bringt man nun den Mittelpunkt C der Figur AMD 
auf den Mittelpunkt 0 der Grundflaͤche, legt CA auf OP, und die Ebenen 
beider Figuren zuſammen, jo fällt A in L, AM auf LN, Min . Hieraus 
folgt die Congruenz des Wechſelſchnitts mit der Grundfläche. 


u Umgefebrt: angenommen AMD jei ein der Grundfläche nicht paral⸗ 
leler Schnitt des Cylinders und dabei ein Kreis. Wie im erſten Beweiſe 
ſchon gezeigt it, muß dieſer Kreis der Grundfläche gleich ſein, daher müſſen 
die Durchmeſſer AD, PO gleiche Winkel mit der Achſe bilden. Um noch 
zu beweiſen, daß die Cbene AND auf der des kleinſten Achſenſchnitis 4500 


ſenkrecht ſteht, ziehe man in der Grundfläche den Durchmeſſer EF I PQ, 


lege durch E und die Achſe 00 eine Ebene, welche die Cylinderfläche in 
den Seitenlinien EG und FH, die Ebene AMD aber nach GH ſchneide. Da 
EF | PQ und PEOF | FODA, jo iſt auch K L | PODA und alſo 
auch EF | 00, daher das Trapez EFHG bei E und F rechtwinkelig. 
In dieſem Trapez iſt aber wegen der Gleichheit der Kreiſe AMD und PXNQ 
die Seite GH = E; folglich muß dieſes Trapez ein Rechteck ſein und es 
iſt GH || EF. EF ſteht aber auf der Ebene 470 ſenkrecht, daher auch 
GH und mithin auch die Ebene AGD auf 470 ſenkrecht. AGDH iſt daher 
ein Wechſelſchnitt. 


1. Zuſatz. Führt man durch jeden der Endpunkte der Achſe eines 
ſchiefen Cylinders einen Wechſelſchnitt, ſo iſt der zwiſchen beiden und der 
erweiterten Cylinderfläche begriffene Körper ein dem erſten völlig gleicher oder 
ihm congruenter Cylinder. 


2. Zuſatz. Jeder andere Durchſchnitt des Cylinders mit einer Ebene 
als die bisher beſprochenen Schnitte iſt eine Ellipſe, deren Eigenſchaften 
Gegenſtand einer beſondern Lehre ſind. Die in der zweitfolgenden Nr. 14 
enthaltene Conſtruction kann dazu dienen, dieſelbe einzuleiten. 


13. Satz. Jedem ſenkrechten Cylinder läßt fi eine Kugel ein- 
n welche den Mantel ringsum in einem größten Kreiſe berührt. 
6 * 
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Umgekehrt: Wird eine Kugel ringsum vom Mantel eines Cylinders berührt, 
jo iſt dieſer Cylinder ein ſenkrechter *), an 

Die erſte Behauptung erhellt ſofort, wenn man ſich eine Kugel vorſtellt, 
deren Radius dem der Grundfläche des Cylinders gleich iſt, und deren 7 
Centrum in der Achſe liegt. Der der Grundflähe parallele größte Kreis 1 
dieſer Kugel ſteht auf der Achſe des Cylinders und daher auch auf ſämmt⸗ f 
lichen Seitenlinien desſelben ſenkrecht; dieſe berühren alſo die Kugel im 
Umfange jenes größten Kreiſes, der alſo zugleich der Berührungskreis zwiſchen 
Kugel und Cylindermantel iſt. Zum Beweiſe der zweiten oder umgekehrten 
Behauptung ziehe man Radien der Kugel nach den Berührungspunkten 
zwiſchen dieſer und dem Cylindermantel; ſie ſtehen alle (II., 15) auf den 
Seitenlinien und daher auch auf der Achſe des Cylinders ſenkrecht, liegen 
daher (I., 18) in einer Ebene. Dieſer Ebene muß die Grundfläche des 
Cylinders parallel ſein, wenn dieſe ein Kreis fein ſoll, fie ſteht daher ſenk⸗ 
recht auf der Achſe und der Cylinder iſt ein ſenkrechter. 8 

1. Zuſatz. Iſt die Achſe des Cylinders dem Durchmeſſer der Grund⸗ 
fläche gleich und liegt der Mittelpunkt der Kugel im Mittelpunkte der Achſe, 
ſo berührt die Kugel nicht allein den Mantel, ſondern auch beide Grund⸗ 
flächen. Der Cylinder iſt dann ein der Kugel umſchriebener. 

2. Zuſatz. In einem ſchiefen Cylinder läßt ſich keine Kugel beſchreiben, 
die den Mantel ringsum berührte. 


14. Aufgabe. Eine Kugel zu beſtimmen, 
welche eine gegebene Cylinderfläche, deren ſenk⸗ 
rechter Querſchnitt ein Kreis iſt, und dabei eine 
der Lage nach gegebene Ebene berührt. 


Auflöſung. C ſei der Mittelpunkt einer Kugel, 5 
welche im Umfange DE eines ihrer größten Kreiſe \ 
eine Golinderflähe und im Punkte F eine gegebene 1 
Ebene berührt. C liegt auf der Achſe CC“ des 
Cylinders, CF aber ſteht auf der berührten Ebene 
ſenkrecht. Eine durch CF und die Achſe gelegte 
Ebene ſteht alſo auch auf der berührten oder gege⸗ 
benen Ebene ſenkrecht; ihr Durchſchnitt damit ſei AB, 


*) Unter Cylinder iſt hier, wie durchgehends, nur der Kreiscylinder zu 
verſtehen. 


ER 
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der mit der Cylinderfläche die eine und andere der beiden Parallelen DD‘, 


g EE. der endlich mit der Kugel der größte Kreis DEE. Da dieſer letztere | 


die drei genannten Linien AB, DD‘ und EE“ berühren muß, fo wird die Auf: 
gabe darauf zurückgeführt, den Mittelpunkt C eines Kreiſes zu finden, der 
drei gegebene gerade Linien berührt. S. Planim. III., 33. 

Zuſatz. Wie es zwei gleiche Kreiſe gibt, welche drei gerade Linien, 
von denen zwei parallel ſind, berühren, ſo gibt es auch zwei gleich große 
Kugeln, die eine Cylinderfläche der oben genannten Art und eine gegebene 
Ebene berühren können; nur darf die Ebene der Achſe des Cylinders nicht 
parallel ſein, es ſei denn, daß ſie die Cylinderfläche berührt. 


15. Erklärung. Unter Kegelfläche oder koniſcher Fläche verſteht 
man im allgemeinſten Sinne jede Fläche, die von einer geraden Linie 
beſchrieben wird, wenn dieſe ſich längs einer gegebenen krummen Linie 
(Directrix) ſo fortbewegt, daß ſie dabei ſtets durch einen und denſelben, alſo 
feſt gedachten Punkt des Raumes geht. Die beſchreibende gerade Linie wird 
dabei in jeder beſondern Lage, die fie durch die Fortbewegung erhält, Sei: 
tenlinie der Kegelfläche genannt, der feſte Punkt aber, in dem alle Seiten⸗ 
linien zuſammentreffen oder ſich kreuzen, iſt der Scheitel oder die Spitze 
der Fläche. Geht die beſchreibende Linie über die Spitze hinaus und läuft 
nach beiden Seiten ohne Ende fort, ſo beſteht die ganze Kegelfläche aus zwei, 
durch die Spitze getrennten, entgegengeſetzt liegenden und ins Unendliche ſich 
erſtreckenden Theilen, von welchen einer die Gegenfläche des andern genannt 
werden kann. — Wird eine Kegelfläche von irgend einer durch die Spitze 
gehenden Ebene geſchnitten, ſo bildet der Durchſchnitt ein Paar im Scheitel 
ſich kreuzender Seitenlinien. 


16. Satz. Die Kegelfläche iſt eine gekrümmte Fläche, ſo jedoch, daß 
in der Richtung der Seitenlinien keine Krümmung Statt findet. 

Der Beweis dieſes Satzes iſt dem (in 2) für den Cylinder gegebenen ganz 
analog und kann faſt mit denſelben Worten wie dort geführt werden, wenn 
man nur die Verſchiedenheit berückſichtigt, daß die Seitenlinien der Kegelfläche 
nicht parallel ſind, ſondern im Scheitel zuſammenlaufen. 


17. Satz. Die Kegelfläche gehört zu denjenigen Flächen, die ſich zur 
Ebene ausſtrecken oder entrollen laſſen. 
Auch der Beweis dieſes Satzes erfordert nur eine Wiederholung der Worte 


des (in 3) für den Cylinder gegebenen; ſtatt „prismatiſche Räume“ muß es 
nur heißen: „pyramidaliſche“. 
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18. Satz. Die Durchſchnitte der Kegelfläche mit zweien unter . 
parallelen Ebenen bilden ähnliche Figuren. 

Die Beweisführung dieſes Satzes ift der (in 4) für den Cylinder Re 5 
ſtellten nachzubilden. Die dortige AB muß nun, nöthigenfalls verlängert, 


durch die Spitze der Kegelfläche gehen, und an die Stelle der dortigen Gleichheit 
zwiſchen AD und BM, AE und BN tritt Proportionalität ein. 


19. Erklärungen. Unter Kegel (Conus) im seem Sinne des 
Wortes verſteht man einen Körper, der von irgend einer Kegelflaͤche (15) und 
einer Ebene ringsum begrenzt wird. Dieſe Ebene, ſoweit ſie den Kegel 
begrenzt, iſt ſeine Grundfläche oder Baſis, derjenige Theil der Kegelfläche 
aber, welcher zwiſchen Spitze und Grundfläche liegt, iſt der Mantel des 
Kegels; beide zuſammen bilden die Oberfläche. Seitenlinie des Kegels 
ift jede von der Spitze bis zum Umfange der Grundfläche gezogene gerade 
Linie; fie liegt, der Entſtehung der Kegelfläche zufolge, ganz im Mantel. 


Höhe eines Kegels ift der ſenkrechte Abſtand der Spike von der Grund⸗ 
flache, alſo die Länge eines von der Spitze auf die, noͤthigenfalls erweiterte, 
Baſis gefällten Perpendikels. 


20. Erklärungen. Im engern Sinne und namentlich auf dem Gebiete 
der Elementar⸗Geometrie verſteht man unter Kegel insgemein nur den f 
Kreiskegel, d. h. denjenigen, deſſen Grundfläche ein Kreis iſt. Die gerade . 5 
Linie, welche die Mitte dieſes Kreiſes mit der Spitze des Kegels verbindet, 3 
iſt die Achſe desſelben. Je nachdem die Achſe ſenkrecht auf der Grundfläche 0 A 
ſteht, oder nicht, iſt der Kegel ein ſenkrechter (auch wohl ein gerader) 8 5 
oder ſchiefer. Im ſenkrechten Kegel iſt die Hoͤhe der Achſe gleich, im ſchiefen . 
iſt ſie kleiner. Der ſenkrechte Kegel entſteht auch durch Umdrehung eines 
rechtwinkeligen Dreiecks um eine ſeiner Katheten; die andere Kathete beſchreibt ; 
dabei die Baſis und die Hypotenuſe den Mantel. Kegel find ähnlich, 
wenn ſich ihre Achſen wie die Radien der Grundfläche verhalten und gleiche 
Neigung gegen dieſe haben. In ähnlichen Kegeln verhalten ſich die Höhen 
und je zwei der Lage nach entſprechende Seitenlinien wie die e und 
wie die Radien der Grundflächen. 


3 
1 
1 

er 


21. Satz. Im ſenkrechten Kegel ſind alle Seitenfinien gleich; im 
ſchiefen ſind fie ungleich oder uur paarweiſe gleich; die größte und kleinſte 


unter ihnen liegen mit der Achſe in einer auf der Grundfläche ſenfreche 
ten Ebene. f 
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87 
= Zaum Beweife vergleiche man die von der Achſe, einem Radius der Grund: i 1 
2 fläche und der entſprechenden Seitenlinie gebildeten Dreiecke; je zwei derſelben 2 
ſind im ſenkrechten Kegel congruent, befinden ſich aber beim ſchiefen Kegel im 1 
en Falle des Satzes Planim. II., 26, zu deſſen Anwendung man ſich auf I., 25 ER 
des gegenwärtigen Theils berufe. Nur wenn zwei Seitenlinien zu verſchiedenen 5 


Seiten der im Satze gedachten Ebene liegen, können ſie gleich ſein. 


22. Ein Kegel (im Sinne der Erklärung 20) und die ihn umſchließende 
Kegelfläche (welche nebſt ihrer Gegenfläche im Laufe dieſes Abſchnitts ſtets 
als unbegrenzt gedacht werden muß) kann auf verſchiedene Weiſe von einer 
Ebene durchſchnitten werden, wobei jedesmal ein Kegelſchnitt im allgemeinen 
Sinne des Wortes entſteht: RR 


a) Geht die Ebene durch den Scheitel des Kegels (Scheitelſchnitt) 
und dabei entweder durch einen Punkt im Innern des Kegels oder durch 
zwei Punkte im Umfange der Grundfläche, ſo iſt der Durchſchnitt jedenfalls 
ein Dreieck, wovon zwei Seiten Kegelſeiten ſind, die dritte eine Sehne des 
Grundkreiſes % 


b) Geht der Scheitelſchnitt durch die Mitte der Grundfläche des Kegels, 
ſo enthält er die Achſe und wird Achſenſchnitt genannt. Jeder Achſen⸗ 
ſchnitt bildet ein Dreieck, von dem zwei Seiten Kegelſeiten ſind, die dritte 
ein Durchmeſſer der Grundfläche iſt. Im geraden Kegel ſind dieſe Dreiecke 
gleichſchenkelig, congruent und alle ſenkrecht auf der Grundfläche. Im ſchiefen 
Kegel iſt nur eines gleichſchenkelig und nur eines iſt auf der Grundfläche ſenkrecht; 
das erſte aber hat gegen die Grundfläche dieſelbe Neigung wie die Achſe. 


e) Iſt die ſchneidende Ebene der Grundfläche des Kegels parallel, ſo 
entſteht (18) als Durchſchnitt (jetzt Parallelſchnitt) ein Kreis, deſſen 
Mittelpunkt in der Achſe liegt. Sein Radius verhält ſich zu dem der Grund— 
fläche wie der zwiſchen ihm und der Spitze liegende Theil der Achſe zur 
ganzen Achſe. Deßhalb und wegen gleicher Neigung der Achſe gegen die 
Grundfläche und die ihr parallele Ebene iſt der von letzterer abgeſchnittene 
kleinere Kegel dem ganzen Kegel ähnlich. Nimmt man ihn von dieſem weg, 
fo iſt der Reſt ein ſogenannter abgeſtumpfter Kegel (Kegelſtumpf). 
Die dieſen begrenzenden beiden Kreiſe ſind ſeine Grundflächen; deren (ſenk⸗ 
rechter) Abſtand iſt die Höhe; die Linie, welche ihre Mitten verbindet, die 
Achſe des Stumpfes. 


d) Iſt die den Kegel ſchneidende Ebene der Grundfläche auch nicht 
parallel, jo gibt es dennoch im ſchiefen Kegel, eben fo wie dies beim ſchiefen 


nennt, und die in der analytiichen Geometrie ſich als Linien zweiter Ord— 15 
nung darſtellen. Der Kreis iſt dann als ein ſpecieller Fall zu betrachten, 
den die Ellipſe darbietet und wobei dieſe in jenen übergeht. 7 

23. Sat. Je nachdem die Achſe eines Kegels eben fo groß, größer 
oder kleiner als der Radins der Grundfläche iſt, iſt der an der Kegelſpitze 8 
liegende Winkel aller Achſenſchnitte ein rechter, ſpitzer oder ſtumpfer und 2 
umgekehrt; dabei iſt die Quadratſumme der beiden ihn einſchließenden 85 
Seiten im erſten Falle eben ſo groß, im zweiten größer, im dritten kleiner 1 


4 
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Cylinder der Fall war, eine beſondere Lage für jene Ebene, wobei ihr 
Durchſchnitt mit der Kegelflähe ein Kreis iſt. Dieſer Schnitt heißt auch 
beim Kegel „Wechſelſchnitt“ und wird ſpäter (29) Gegenſtand beſonderer 
Definition und Beweisführung ſein. N 8 


e) In jedem andern Falle iſt der Durchſchnitt der Kegelfläche mit einer 5 
Ebene eine vom Kreiſe verſchiedene krumme Linie (Curve), die, je nachdem 25 
fie in ſich ſelbſt zurückgeht und eine geſchloſſene Figur darſtellt, oder nicht in 
ſich zurückkehrt und dann entweder nur aus einem oder aus zwei unendlichen 
Zweigen beſteht, Ellipſe, Parabel, Hyperbel genannt wird. Dieſe drei 
Arten von Linien ſind es, die man im eigenthümlichen Sinne Kegelſchnitte 


als das Quadrat des Durchmeſſers der Grundfläche. 1 


4 1 7 * 

Die Richtigkeit der erſten Behauptung wird leicht aus Planim. III., 19 
abgeleitet, wenn man einem der Achſenſchnitte einen Kreis umſchreibt; die zweite 2 
folgt gleich aus Planim. IV., 29. 1755 = 
e 

Zuſatz. Die Winkel an der Kegelſpitze der verſchiedenen Achſenſchnitte 85 
eines Kegels ſind ſtets gleichartig; im ſenkrechten Kegel ſelbſt gleich. Br 
8 r 


Fig. 99. ® 
24. Satz. Von zwei Achſenſchuitten 


eines Kegels iſt derjenige der an Inhalt 
größere, welcher mit der Grundfläche den 
kleineren Neigungswinkel bildet: der 
tleinſte Achſenſchnitt ſteht auf der Grund⸗ 
fläche ſenkrecht, der größte hat gegen 
die Grundfläche dieſelbe Neigung wie 
die Achſe und ſteht auf dem kleinſten 
ſenkrecht. 1 


Beweis. SUN ſei ein beliebiger 
Achſenſchnitt des Kegels 84, deſſen Spitze 


Erſter Abfepnitt, Schnitte der Eplinder- und Krgelfläche. 22-27. 89 


s iſt; SP ſei ein aus S auf die Grundfläche gefaͤlltes Loth oder das Höhen— 
verpendikel des Kegels. Fällt man PO 1 MN und verbindet 0 mit S, fo 
iſt (J., 26) auch SO 1. MN, alſo SC die Höhe des Dreieckes SUN. Da 
die Grundlinie MN dieſes Dreieckes in allen Achſenſchnitten dieſelbe Länge 
bat, fo hängt die Größe des Dreieckes SN nur noch von ſeiner Höhe SO 
ab; SO aber verändert ſich mit dem Winkel SOP, dem Neigungswinkel der 
Ebene SMN, mit der Grundfläche. Hieraus und mit Berüͤckſichtigung von 
I., 51 ergeben ſich leicht die Aufſtellungen des Satzes. 2 

1. Zuſatz. Der kleinſte Abſchnitt 48 enthält die größte und kleinſte 
Seitenlinie des Kegels; der größte bildet ein gleichſchenkeliges Dreieck SDE. 

2. Zuſatz. Die Endpunkte 0 aller von der Kegelſpitze S auf die 
Durchmeſſer der Grundfläche gefällten Perpendikel liegen im Umfange eines 
Kreiſes, deſſen Durchmeſſer CP iſt. 


25. Satz. Zieht man durch einen Punkt im Umfang der Baſis eines 
Kegels eine Seitenlinie des letztern und eine Tangente zur Baſis, ſo 
wird 1) jede dritte gerade Linie, welche zwei Punkte jener Geraden ver: 
bindet, die Kegelfläche in einem Punkte der Seitenlinie; 2) eine durch 
beide Linien gelegte Ebene dieſelbe Fläche läugs der ganzen Seitenlinie 
berühren. 

Der Beweis iſt dem (in 8) für den Cylinder geführten ganz analog. An 
die Stelle der dortigen Parallele OP tritt eine durch 0 zu ziehende Seitenlinie. 
Auch gilt der dortige Zuſatz vom Kegel. 


26. Aufgabe. Durch einen außerhalb des Kegels gegebenen Punkt 
eine Berührungsebene an denſelben zu legen. 


Die Auflöſung iſt auf den vorigen Satz zu gründen und ohne Schwierig: 
keit, wenn man bemerkt, daß die Berührungsebene die gerade Linie enthalten 
muß, welche den gegebenen Punkt mit der Kegelſpitze verbindet. Dabei ſind 
zwei Fälle zu unterſcheiden, je nachdem die genannte Verbindungslinie der 
Grundfläche des Kegels parallel iſt oder nicht. In beiden gibt es zwei Be: 
rührungs⸗Ebenen, deren Durchſchnitte mit der Grundfläche Tangenten an dieſer 
ſind. Dieſe Tangenten ſind aber im erſten Falle parallel, im zweiten treffen 
ſie mit der genannten Verbindungslinie in einem Punkte zuſammen. 


27. Hülfs aufgabe. Einem gegebenen Kegel eine Kugel zu 3 
ben, d. i. eine Kugel zu beſtimmen, welche die Spitze des Kegels und den 
Umfang ſeiner Grundfläche enthält. 


Die verlangte Beſtimmung iſt leicht, ſobald man erwägt, daß das Centrum 
der Kugel in einem auf der Grundfläche in deren Mitte errichteten Perpendikel 
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alſo auch in dem auf der Grundfläche ſenkrechten Achſenſchnitte liegen muß. 
* Der Mittelpunkt des dieſem Schnitte amgelniebenen Kreiſes iſt auch der 
3 | Mittelpunkt der Kugel. 1 


28. Sat, Diejenige Linie, welche den von der größten und kleinſten 1 
Seite eines ſchiefen Kegels gebildeten Winkel halbirt, halbirt auch alle 3 
übrigen Winkel, welche je zwei mit ihr in einerlei Ebene liegende 79 
Kegelſeiten mit einander machen. 5 


Beweis. A ſei der Scheitel, BACH die Grundflache eines ſchiefen 
Kegels, ABC deſſen auf der Grundfläche ſenkrechter Achſenſchnitt, alſo (21), 
wenn AB > AC, 4 die größte, 40 die kleinſte Kegelſeite. Denkt man 
ſich nun (nach 27) eine Kugel, deren 
Oberfläche durch A geht und den Umfang 5 = 
BACH in ſich enthält, fo wird eine den 
Winkel BAC halbirende Linie die Ober⸗ 
fläche dieſer Kugel im ſphäriſchen Mit: 5 
telpunkte D des Grundtreiſes BM 
treffen, mithin (II., II) D von allen 
Punkten des Umfangs BACH ſowohl 
gleichen ſphäriſchen als gleichen geraden 1 
Abſtand haben. Legt man nun durch 


Fig. 100. 


5 AD eine beliebige Ebene, welche die 

5 D Grundfläche des Kegels nach MN, die er 5 

. Kegelfläche nach AM und AN, die Kugelfläche aber in einem kleinen Kreiſe 

8 4 ſchneidet, jo iſt in dieſem letztern Kreiſe Sehne 70 = D daher 8 

| auch Bogen MD = DN, und alſo auch X MAD = NAD, oder, wenn 4 1 
die BC in 0 trifft, X MIO = NAO w. z. b. w. e 


Zuſatz. Ein auf 40 ſenlrechter Querſchnitt des Kegels bildet eine 
krummlinige Figur, die einen in AO liegenden „ ei 


8 g 29. Erklä aru na. Die in vorhergehender Nummer betrachtete Linie 40, 
3 welche nicht allein den von der größten und kleinſten Kegelſeite gebildeten 
Winkel, ſondern zugleich alle übrigen Winkel halbirt, die von je zweien 5 
in einerlei Ebene mit ihr liegenden Kegelſeiten gebildet werden, heiße, weil 
ſie in gewiſſer Beziehung in der Mitte des von der Kegelfläche begrenzten 
Naumes liegt, auch die Mittelpunkte ſäwmtlicher auf ihr ſenkrechter ee 


1 Sonthe der ehe mn Bee. 28 30. 91 


Siem des Kegels aaa die Mittellinie des Kegels ). Dieſelbe 
fällt nur im geraden Kegel mit der Achſe zuſammen. — Wird nun ein 
ſchiefer Kegel von einer der Grundfläche nicht parallelen Ebene jo geſchnitten, 


; daß die Mittellinie dabei gleiche und unter ſich in einer Ebene liegende 
3 Neigungswintel mit der ſchneidenden Ebene und der Grundfläche bildet, ſo 


wird ein ſolcher Durchſchnitt, wie beim Colinder, Wechſ 1 chnitt genannt. 
Aus dieſer Erklärung folgt: 

1) Die Ebene eines Wechſelſchnitts ſteht, fo wie die Grundfläche, auf 
der Ebene des kleinſten Achſenſchnitts (24) ſenkrecht. 

2) Alle Wechſelſchnitte eines und desſelben Kegels ſind unter einander 
parallel. i 
ol Die Durchſchnittslinien des Wechſelſchnitts und der Grundfläche mit 
der Ebene des kleinſten Achſenſchnitts bilden mit der größten und kleinſten 
Kegelſeite gleiche, aber verwechſelt oder verſchiedenſeitig liegende Winkel. Iſt 
5 alſo ABC (Fig. 101) der kleinſte Achſenſchnitt, AB Fig. 101. 
die längſte, 40 die kürzeſte Kegelſeite, 40 die 
Mittellinie, DE der Durchſchnitt der Ebene 
des Wechſelſchnitts mit der des Dreieckes ABC 
und trifft DE die AO in M, fo iſt nach 
der obigen Definition B40 = OAC 
und X 400 = OME oder AMD, woraus 
folgt, daß auch X ABC = AED und 
x AU —- ADE. * 


30. Satz. Jeder Wechſelſchnitt eines ſchiefen Kegels iſt ein Kreis. 
Der Mittelpunkt desſelben liegt auf einer durch den Scheitel des Kegels 
gehenden und in der Ebene des kleinſten Achſenſchnitts liegenden Geraden, 
die von der Mittellinie denſelben Winkel-Abſtand hat wie die Achſe. 


Beweis. ABG (ig. 102) ſei ein ſchieſer Kegel, 40 deſſen Achſe und AR 
deſſen Mittellinie; beide liegen in der Ebene des auf der Grundfläche loth⸗ 
rechten Achſenſchnitts ABG. DKEL ſei ein Wechſelſchnitt, deſſen Ebene die des 
Dreieckes 486 nach DE durchſchneide und die Mittellinie AR in O treffe. 
Um zu beweiſen, daß derſelbe ein Kreis iſt, lege man noch durch 0 eine der 


— —— — 


) Wir erlauben uns dieſe, zu Gunſten der Kürze hier eingeführte Bezeich- 
nung, da fie für die hier aufgenommene Behandlung des Wechſelſchnitts noth- 
wendig iſt, wenigſtens zweckmäßig erſcheint. 
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Grundfläche des Kegels parallele Ebene; der Durchſchnitt derſelben mit dem 
Kegel iſt (22, e) ein Kreis D’LE’K, deſſen Mittelpunkt in der Achſe 40 liegt. 


Denkt man ſich nun den ganzen Kegel um die Mittellinie AR gedreht, und 
Fig. 102. zwar um die Hälfte einer vollen 
Umdrehung, ſo wird einerſeits, wie 


beiden durch die größte und kleinſte 
Seitenlinie getrennten Hälften der 
Kegelfläche die eine genau an die 
Stelle der andern kommen und ſich 
als congruent mit ihr darſtellen, 
indem jede Seitenlinie wie AM auf 
der einen in die Lage der ihr in 
Beziehung auf AR gegenüber liegen: 
den Seitenlinie 4 auf der andern tritt; andererſeits folgt aus der Erklärung 
des Wechſelſchnitts (29), daß X EOR = GRO = E’OR; daher und weil 
ſowohl die Ebene des Wechſelſchnitts DKEL als die des Parallelſchnitts 
EAD auf 46 ſenkrecht ſteht, tritt nach der gedachten Umdrehung die 


erſte Ebene in die Lage der zweiten und zwar legt ſich der vordere Theil PRE 


der erſten auf den hintern Theil LE des andern, jo wie der hintere 
Theil DLE jener auf den vordern Theil PN von dieſer. Da nun dieje⸗ 
nigen beiden Flächen, deren Durchſchnitt die Figur DKEL ift, mit denjenigen 
Flächen, deren Durchſchnitt die Figur DILE/R iſt, zuſammenfallen, ſo müſſen 
dieſe Figuren ſelbſt congruent ſein. Nun iſt aber die eine derſelben, D’LE’K, 
ein Kreis, alſo iſt es auch die andere DKEL. — Was den Mittelpunkt dieſer 


letztern betrifft, jo liegt er offenbar da, wohin der Mittelpunkt des Parallel⸗ 


ſchnitts nach der Umdrehung zu liegen kommt, daher auf einer geraden Linie, 
welche durch die Umdrehung in die Lage der Achſe tritt, d. i. die im Satze 
bezeichnete. a ' 


Zufas. Führt man den Wechſelſchnitt durch den Punkt A, in welchem 
die Mittellinie des Kegels die Grundfläche trifft, ſo wird jener der Grund⸗ 
fläche völlig gleich, ſo wie der durch den Wechſelſchnitt begrenzte Kegel dem 


gegebenen congruent iſt. Die Achſe dieſes zweiten Kegels kann gleichſam 


als zweite Achſe des erſten angeſehen werden. 


31. Satz. Umkehrung des vorigen: Iſt ein Kegelſchnitt ein Kreis 
und der Grundfläche nicht parallel, jo iſt er ein Wechſelſchnitt, f 


aus Satz 28 ſogleich folgt, von den a 


* 


Erſter Abſchnitt 


— 


125 N Beweis. DKEL ſei der Durchſchnitt eines ſchiefen Kegels mit einer 
der Grundfläche BG nicht parallelen Ebene und dieſer Durchſchnitt ſei ein 
5 Kreis. Die Ebene ſchneide die des kleinſten Achſenſchnitts ABG nach DE, die 
Mittellinie des Kegels aber in 0. 
Durch 0 ſei eine der Grundfläche 
parallele Ebene gelegt, welche die 
Ebene DKEL nach K ſchneidet 
und mit der Kegelfläche den kreis⸗ 
förmigen Parallelſchnitt KA 
bildet, deſſen Mittelpunkt in der 
Achſe liegt. Da K L eine gemein— 
ſchaftliche Sehne beider Kreiſe iſt, 
ſo iſt PO X OE = RO X OL 
= HO X OD; folglich läßt ſich 
(Plan. IV., 32, Zuſ. 3) durch K“, 
E, PD“ und D ein Kreis beſchreiben 
und es iſt daher X DEO = DEO, alſo auch X EOR = E’OR. Hier⸗ 
nach bleibt, um zu beweiſen, daß DAEL ein Wechſelſchnitt iſt, nur übrig, zu 
zeigen, daß die Ebene dieſes Kreiſes auf der des Dreieckes 46 ſenkrecht iſt. 
Geſetzt, dieſes wäre nicht der Fall, jo könnte man durch DE eine andere, 
gegen ABG ſenkrechte Ebene legen; ihr Durchſchnitt mit der Kegelfläche würde 
ein Wechſelſchnitt DN ſein, deſſen Ebene die des Kreiſes KEA, nach 104 
ſchneide. Die durch HJ und 40 gelegte Ebene ſchneide die des Kreiſes DAEL 
nach PO; es iſt nun das Rechteck PO X 00 = DO X OE, und dieſes 
letztere Ho X 0J, folglich ließe ſich durch H, P, J und O ein Kreis 
beſchreiben und es wäre X PHO = 004. Dieſes iſt aber nicht möglich, denn 
da HJ als Durchſchnitt zweier auf ABG ſenkrechten Ebenen ſelbſt ſenkrecht auf 
ABG, und daher auch auf AO ſteht, auch X HAO = 040 (28), jo iſt 
I AHO oder PHO = AJO 004. Mithin muß die Ebene des Kreiſes 
DKEL auf 46 ſenkrecht ſtehen und dieſer Kreis iſt ein Wechſelſchnitt. 


Fig. 103. 


Zuſatz. Ein Kegelſchnitt, der weder ein Wechſelſchnitt, noch der Grund; 
ebene parallel iſt, kann alſo auch lein Kreis ſein. 


Anmerkung. Einen andern Beweis für dieſen und den vorhergehenden 
Satz findet man unter andern in H. Hamilton's Lehre von den Kegelſchnitten 
I. Buch, S. 8 u. 9. Wir haben die oben gegebenen Beweiſe vorgezogen, nicht 
weil ſie uns eigenthümlich ſind, ſondern weil ſie, wie wir glauben, in den 
Gegenſtand tiefer eindringen und natürlicher ſind. 
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32. Satz. Iſt einem ſchiefen Kegel eine Kugel umſchrieben 27 0 
iſt der Durchſchnitt der Kegelſläche mit jeder Ebene, die auf dem nach 
Spitze des Kegels gezogenen Radius ſenkrecht ſteht, ein eee 
alſo ein Kreis. 5 


deren pn 0 ee und u dem Radius co oder 5 en Verlängerun 
N ſtehe eine Ebene ſenkrecht, dere 

Durchſchnitt mit der des kleinſten 
Achſenſchnitts 40h die Gerade FG 
jei, jo wird der Durchſchnitt DE 
dieſer Ebene mit dem Kegelmantel 
ein Wechſelſchnitt ſein. Denn erſtlich 
iſt dieſe Ebene auf 045 ſenkrecht 
und daher find, wenn OK den 
Winkel 40h balbirt und FG in 
M, AB in N, die Kugelfläche in K 
trifft, die Winkel C und BNM 
die Neigungen der Mittellinie OK . 

gegen die in Rede ſtehende Durchſchnitts⸗ Ebene FG und die Grundfläche . 

Dieſe Winkel ſind ferner gleich; denn, zieht man noch an 0 eine Tangente 

OL, fo erſieht man leicht, daß X G = LOW = IR = COK = 

IR—CKO = JNK = HN. Es vereinigen ſich daher im e 

DE die Bedingungen des Wechſelſchnitts. 3 5 


jogenannten 1 1 W der Erd⸗ und Simmeistugel 
gemacht. S. den Anhang. V. 


33. Satz. Jedem F Kegel ut 
ſich eine Kugel einſchreiben, welche den Mantel 
ringsum in einem Heinen Kreiſe berührt. Um 
gelehrt: wird 85 8 eingzun vom Mante | 


ter austin. 


Bei Umbrehung der Figur um die Achſe 40 beſchreibt dann das gleichſchen— 
kelige Dreieck ABD den Kegel, der Kreis aber die dieſem einzuſchreibende 


x“ Kugel, deren Conſtruction alſo auf die jenes Kreiſes zurückgeführt wird. 


Die Umkehrung beruht darauf, daß, wenn eine Kegelfläche die Kugel 
berührt, alle Seitenlinien jener Fläche Tangenten der letzteren ſind. Leicht iſt 
zu zeigen, daß die Berührungspunkte im Umfange eines Kreiſes liegen, deſſen 
Ebene auf der die Kegelſpitze mit dem Kugelcentrum verbindenden Geraden 
ſenkrecht ſteht. Dieſe Gerade iſt die Achſe des Kegels. 
| Zuſa b. Iſt die Seite des geraden Kegels = a, die Höhe = , der 
Radius ſeiner Grundfläche = r, fo daß A? + r? = at, fo iſt der Radius 
der ihm eingeſchriebenen Kugel = 1 der Radius des Berührungs⸗ 
= „2 N 
kreiſes = r — 
} [73 


34. Aufgabe. Eine Kugel zu beſtimmen, welche eine gegebene Kegel: 
fläche von kreisförmigem auf der Achſe ſenkrechtem Querſchnitt und dabei 
eine der Lage nach gegebene Ebene berührt. 


Die Auflöſung iſt ganz analog der in 14 für den Cylinder gegebenen 
und reducirt ſich, durch ähnliche Schlüſſe wie dort, darauf, einen Kreis zu 


Fig. 106. 


beſchreiben, der die drei Seiten des durch einen auf der gegebenen Ebene 
ſenkrechten Achſenſchnitt gebildeten Dreieckes berührt. Der Mittelpunkt eines 
ſolchen Kreiſes iſt auch der Mittelpunkt der verlangten Kugel. Zu bemerken 
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bleibt: Iſt' die gegebene Ebene keiner Kegelſeite parallel, ſo gibt es zwei 
Kugeln, welche dieſe Ebene und die Kegelfläche berühren können, und dieſe 
liegen auf derſelben Seite oder auf verſchiedenen Seiten der Kegelſpitze, je 


nachdem die Ebene nur auf einer Seite oder auf zwei Seiten der Spitze die 5 


Kegelfläche trifft; iſt aber die gegebene Ebene einer Kegelſeite parallel, ſo gibt 
es auch nur eine ſie und die Kegelſeite berührende Kugel. S. d. Figuren. 


Zweiter Abſchnitt. 


Juhalt des Cylinder- und Kegelmautels. 


35. Vorbemerkung. Nachdem im erſten Theile dieſer Geometrie 


Cap. VI., 21 und 26 dargethan worden, daß bei der Kreismeſſung (d. i. bei 
der Beſtimmung des Verhältniſſes zweier Kreisumfänge unter ſich und zum 


Radius, ſo wie zweier Kreiſe unter ſich und zum Quadrate des Radius) die 
Vorſtellung des Kreiſes als eines regulären Polygons von 


unzählig vielen, unendlich kleinen Seiten zu richtigen Reſultaten 5 


führt, zu denſelben nämlich, welche auch auf dem Wege ſtrengerer Beweis; 
führung, wie ſie jenen Sätzen des erſten Theils beigefügt worden, gewonnen 
werden, wird es unbedenklich erlaubt ſein, dieſe Vorſtellung im weitern Ver⸗ 
folge feſtzuhalten und ſie überall zum Grunde zu legen, wo es auf die Be⸗ 
ſtimmung von Größen ankommt, die vom Kreiſe oder von krummgeſtalteten 
Größen überhaupt abhängen, um weitere Schlüſſe darauf zu bauen. Nicht 5 
allein wird dadurch die Ermittelung des Inhaltes gekrümmter Flächen und der a 


davon begrenzten Körper ſehr erleichtert und gewinnt bedeutend an Kürze, 


ohne daß der Richtigkeit der Reſultate der geringſte Eintrag geſchähe, ſondern 
es wird dadurch eine Methode *) befolgt, die ohnehin in der höheren Geo 

metrie nicht leicht entbehrt werden kann. Nichts deſto weniger haben wir, um 
auch den äußerſten Anforderungen hinſichtlich der Strenge der Beweiſe gerecht 
zu ſein, im Anhange VI. die nach Euklidiſchem Muſter gebildeten ſtrengeren 
Beweiſe der Hauptſätze dieſes und des folgenden Abſchnittes zuſammengeſtellt 
und begnügen uns hier, auf dieſen zu verweiſen. a i 


) Die ſogenannte Inſiniteſimal⸗Methode. 


EN 2 ** 
nr 1 


36. Satz. Der Mantel eines ſenkrechten Cylinders iſt einem 
Rechtecke gleich, deſſen eine Seite dem Umfange der Grundfläche und 
deſſen andere der Höhe oder Achſe des Cylinders an Länge gleich kommt. 

Beweis. Sieht man den Kreis, der die Grundfläche des Cylinders 
bildet, als ein reguläres Polygon von unzählig vielen, unendlich kleinen, 
Seiten an, ſo muß man folgerichtig den Cylinder als ein Prisma betrachten, 
deſſen Grundfläche jenes Polygon iſt, und deſſen Seitenkanten der Cylinder⸗ 
achſe parallel ſind. Iſt der Cylinder ein ſenkrechter, ſo iſt es auch das Prisma, 
und der Mantel beſteht dann aus unzählig vielen Rechtecken, deren Grund⸗ 
linien die Seiten jenes Polygons ſind und deren gemeinſchaftliche Höhe der 
Achſe oder Höhe des Cylinders gleich kommt. Der Inhalt des Mantels iſt 
die Summe dieſer Rechtecke. Hieraus folgt ſogleich die Richtigkeit des Satzes. 

Anm. Durch Entrollung des Cylindermantels in eine Ebene (ſ. 3 dieſes 
Cap.) entſteht, wofern der Cylinder ein ſenkrechter iſt, das in Rede ſtehende 
Rechteck unmittelbar. 

Zuſatz 1. Die Mäntel ſenkrechter Cylinder von gleicher Höhe ver⸗ 
halten ſich wie die Umfänge, alſo auch wie die Durch⸗ oder Halbmeſſer der 
Grundflächen, die von gleicher Grundfläche wie die Höhen; überhaupt ſtehen 
die Mäntel ſenkrechter Cylinder im zuſammengeſetzten Verhältniſſe der Radien 
der Grundflächen und der Höhen. 

Zuſatz 2. Zwei ſenkrechte Cylinder, deren Achſen oder Höhen ſich 
umgekehrt wie die Durchmeſſer der Grundflächen verhalten, haben gleichen 
Inhalt des Mantels. 

Zuſatz 3. Die Mäntel ähnlicher ſenkrechter Cylinder, d. i. ſolcher, 
deren Achſen ſich wie die Radien der Grundflächen verhalten, ſtehen im Ver⸗ 
hältniß der Quadrate dieſer Linien. 


Zuſatz 4. Der Mantel eines ſenkrechten Cylinders verhält ſich zu 


deſſen Grundfläche, wie die doppelte Höhe zum Radius. 

Zuſatz 5. Iſt der Radius der Grundfläche eines ſenkrechten Cylinders 
— r, feine Achſe oder Höhe = „, fo iſt der Flächeninhalt des Mantels 
— Yrh, die ganze Oberflache des Körpers —= 2 (h + r). Dieſe ganze 
Oberfläche iſt alſo auch dem Mantel eines Cylinders von derſelben Baſis 
und der Höhe h+ gleich. N 


Beiſpiel r = 23,35, h 37,25; Mantelfläche — 5230, 9874 Diem, 
Geſammtfläche 8369,5798 TI. 

37, Aufgabe. Einen Kreis anzugeben, der 1) dem Mantel eines 
ſenkrechten Cylinders, 2) deſſen ganzer Oberfläche an Inhalt gleich iſt. 

Heis u. Eſchweiler. II. 7 


weiter Abſchnitt. Inhalt des Cylinder⸗ und Kegelmantels. 35—37. 97 
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Durch eine leicht auszuführende Combination des vorhergehenden Satzes 
mit den Sätzen 21 und 26, VI. Cap. der Planimetrie, oder auch durch Be⸗ 
nutzung der in Zuf. 5 der vorigen Nr. und in VI., 39 der Plan. gegebenen 
arithmetiſchen Ausdrücke ſtellt ſich bald heraus, daß der Radius des verlangten 
Kreiſes durch Conſtruction einer mittlern Proportionale gewonnen wird. Das 
Nähere wird eigener Auffindung überlaſſen. 


38. Satz. Der Mantel eines ſchiefen Cylinders iſt einem Rechtecke 
gleich, deſſen eine Seite der Achſe und deſſen andere Seite dem Umfange 
eines auf der Achſe ſenkrechten (elliptiihen) Querſchnittes gleich iſt. 


Fig. 107. Beweis. ABCD ſei ein ſchiefer Cylin⸗ 
der, deſſen Mantel man ſich über die Grund⸗ 
fläche AB hinaus erweitert denke. Führt man 
durch die Endpunkte A und D einer beliebigen 
Seitenlinie AD dieſes Cylinders zwei auf dieſer 


und alſo auch auf allen übrigen und auf der 

2 Achſe ſenkrechte Ebenen, ſo entſtehen zwei 
ee elliptiſche Querſchnitte AE und DF, welche 
1 — u gemäß (4) congruente Figuren find. Leicht 
8 15 läßt ſich nun nachweiſen, daß auch die zwiſchen 


dieſen Querſchnitten und den Grundflächen 
liegenden hufförmigen Abſchnitte 48 E und DCF völlig congruent find, und daß 
daher die Theile der Cylinderfläche, welche dieſe Abſchnitte theilweiſe begren⸗ 
zen, gleiche Größe haben. Hieraus folgt, daß der Mantel des ſchiefen Cylin⸗ 
ders ABCD denſelben Inhalt hat, wie der des ſenkrechten Cylinders AEFD. 
Von dieſem letztern läßt ſich aber ganz auf dieſelbe Weiſe wie in (36) dar⸗ 
thun, daß er einem Rechteck gleich ſei, deſſen eine Seite dem Umfange der 
Grundfläche, d. i. des auf der Achſe ſenkrechten lelliptiſchen) Querſchnitts, die 
andere der Höhe dieſes Cylinders, d. i. der Achſe des ſchiefen gleich kommt, 
daher u. ſ. w. 


Ueber die Seitenfläche hufförmiger Cylinder⸗Abſchnitte ſ. VI. Anhang. 


39. Satz. Der Mantel eines ſenkrechten Kegels iſt an Inhalt einem 
Dreiecke gleich, deſſen Grundlinie dem Umfange der Kegelgrundfläche und 
deſſen Höhe der Seite des Kegels an Länge gleich kommt. 

Beweis. Sieht man, wie beim Cylinder, den Kreis, der die Grund⸗ 
fläche des Kegels iſt, als ein reguläres Polygon von unzählig vielen, unendlich 
kleinen, Seiten an, ſo muß man folgerichtig den Kegel als eine Pyramide 


Zweiter Abſchnitt. Inhalt des Cylinder⸗ und Regelmantels, 38—41. 99 


betrachten, deren Grundfläche jenes Polygon und deren Spitze die des Kegels 
iſt. Iſt dieſer Kegel ein ſenkrechter oder gerader, ſo iſt die Pyramide eine 
regelmäßige (reguläre) III., 3 und der Mantel beſteht dann aus unzählig 
vielen gleichſchenkeligen Dreiecken, deren Grundlinien die Seiten jenes Poly⸗ 
gones ſind und deren gemeinſchaftliche Höhe der Seitenlinie des Kegels gleich 
kommt. Der Mantel iſt die Summe dieſer Dreiecke, woraus ſogleich die 
Richtigkeit des Satzes folgt. 


Anm. Durch Entrollung des Kegelmantels in eine Ebene (ſ. Satz 17 
d. Cap.) entſteht, wofern der Kegel ein gerader iſt, zunächſt ein Kreisſector, 
deſſen Radius der Seite des Kegels und deſſen Bogen dem Umfange ſeiner 
Grundfläche an Länge gleich iſt. Dieſer Sector iſt ſelbſt wieder nach Planim. 
VI., 26, Zuſ. 2 dem im Satze genannten Dreiecke gleich. 


Zuſatz 1. Die Mäntel ſenkrechter Kegel von gleicher Seitenlänge 
verhalten ſich wie die Umfänge, alſo auch wie die Durch- oder Halbmeſſer 
der Grundflächen, die von gleicher Grundfläche wie die Seitenlängen. Ueber⸗ 
haupt ſtehen die Mäntel zweier geraden Kegel im zuſammengeſetzten Verhält⸗ 
niſſe der Seitenlängen und der Halbmeſſer der Grundflächen. 

Zuſatz 2. Zwei ſenkrechte Kegel, deren Seitenlängen ſich umgekehrt 
wie die Durchmeſſer ihrer 1 8 haben gleichen Mantel: 
inhalt. 

Zuſatz 3. Die Mäntel ähnlicher Kegel (20) verhalten ſich wie die 
Quadrate ſowohl der Radien als der Achſen. 

Zuſatz 4. Der Mantel eines ſenkrechten Kegels verhält ſich zu ſeiner 
Grundfläche, wie die Seitenlänge zum Radius der letztern. 

Zuſatz 5. Iſt der Radius der Grundfläche eines ſenkrechten Kegels 
= x, die Achſe = a, die Seitenlänge = „, ſo iſt ?= a + r?, der 
Mantel = ur = nr Aue 7, die ganze Oberfläche = ar (+ r). 


Beiſpiel. r = 22,35, = 29,80; hieraus / = 37,25, die Man⸗ 
telfläche = 2615, 4987 Dim, die Geſammtoberfläche = 4184,7899 Tem, 


40. Aufgabe. Einen Kreis anzugeben, der 1) dem Mantel eines 
ſenkrechten Kegels 2) deſſen ganzer Oberfläche an Inhalt gleich kommt. 


Das in 37 beim Cylinder Geſagte gilt auch hier und iſt daher nur zu 
wiederholen. 


41. Aufgabe. Den Centriwinkel des durch Entrollung des Kegel- 
mantels entſtehenden Kreisſectors zu beſtimmen. 
Man wird finden, daß derſelbe ſich zu 4 A eben fo verhält, wie der 
Radius zur Seitenlänge (vgl. Zuſ. 4 zu 39). 
7 * 
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42. Satz. Der Mantel eines ſenkrechten abgeſtumpften Kegels (22) 
iſt einem Rechtecke gleich, von welchem eine Seite der Seitenlänge oder 
Breite des Mantels, die andere der halben Summe der ihn begrenzenden 
Kreisumfänge gleich kommt. 

Beweis. 5D H jet ein abgeſtumpfter Kegel, durch Abſchneidung des 
Kegels AEF von dem Kegel ABD entſtanden. Errichtet man auf der Seite 

Fig. 108. N 


AB in B die Senkrechte BH = dem Umfange der Grundfläche BD, ver: 
bindet H mit A und zieht ZJ || BH, fo folgt aus Plan. VL, 21, daß EJ 
dem Umfange der Grundfläche EF gleich ſei. Nach 39 ift der Mantel des 
Kegels ABD dem Dreiecke ABH, der Mantel des Kegels AEF dem Dreiecke 
AEJ, folglich der Mantel BDFE des abgeſtumpften Kegels dem Trapez 
BEJH gleich. Durch Verwandlung dieſes Trapezes in ein Rechteck BME 
folgt der Ausſpruch des Satzes. 

Zuſatz 1. Legt man durch die Mitte 0 der Achſe C6 eine Ebene, ſo 
ſchneidet dieſe den Mantel nach einem Kreisumfange KL, welcher der halben 
Summe der Umfänge BD und EF gleich iſt. Man kann daher auch ſagen: 
der Mantel des Kegelſtumpfs 80 FEE iſt dem Rechtecke aus der Seitenlinie 
(BE) und dem Umfange eines Kreiſes (LK) gleich, deſſen Ebene von den 
Grundflächen DB und EF gleich weit abſteht. 

Zuſatz 2. Iſt ! die Breite oder Seitenlänge des Mantels und find A 
und r die Radien der beiden Grundflächen des abgeſtumpften Kegels, fo ift 
der Mantel dieſes letztern = n (R + r) , oder wenn der Radius des 
Mittelkreiſes OR = e = (R + r), der Mantel n — 201 

em em em N 

Beiſpiel. Für R = 6,54, r = 3,58, I = 5,64 wird n = 

179,302056 QJem. 
Zuſatz 3. Die Aufgabe: einen dem Mantel gleichen Kreis zu finden, 
erledigt ſich in gleicher Weiſe wie beim Cylinder und Kegel (37 und 40) 
durch Conſtruction einer mittlern Proportionale. 
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75 43. Sa tz. Der Mäntel eives fenfzeihten FERN Kegels iſt dem 
echte aus der Höhe oder Achſe dieſes Kegels und einer Kreisperipherie 


. gleich, deren Radius ein in der Mitte einer Kegelſeite auf dieſer errich⸗ 
135 tetes und bis zur Achſe verlängertes Wenke iſt. 


Beweis. Iſt DBEF der 
abge Kegel, fo ift nach dem 
vorigen Satze deſſen Mantel dem 
Rechtecke aus EB und der Peri⸗ 
pherie LA gleich, welche letztere 
gleich weit von den Grundflächen 
BD und EF abſteht. Durch den 
Punkt E ſei E der Achſe GC 
gezogen und auf EB in der 
Mitte K und in der Ebene EBCG 
das Perpendikel errichtet, welches 
die gegelachſe oder deren Ver⸗ 
längerung in R treffe. Leicht iſt 
es nun, aus der Aehnlichkeit der Dreiecke EBM und ARO und aus Plan. 
VI., 21 abzuleiten, daß das Rechteck aus EB und der Peripherie LK dem 
Rechtecke aus EM oder GC und einer mit RK beſchriebenen Peripherie ALU 
gleich iſt, woraus ſich der Satz als richtig ergibt. 

Zuſatz. Der Mantel eines abgekürzten Kegels iſt alſo auch dem eines 
Cylinders gleich von derſelben Höhe wie der Kegel, deſſen Grundfläche ein, 
zwei gegenüber liegende Kegelſeiten (BE und D) in deren Mitte berührender, 
Kreis iſt (in obiger Figur der Kreis LKU). — Soll dieſer Cylinder gleich⸗ 
zeitig mit dem Kegel durch Umdrehung um die Achſe C6 beſchrieben werden, 
jo hat man nur aus CG und CP = KR das Rechteck C0 zu bilden, 
deſſen Umdrehung um CG den in Rede ſtehenden Cylinder erzeugt; PO 
beſchreibt den Mantel. 
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Dritter Abſchnitt. 


Inhalt der Kugelfläche und deren Theile. Oberfläche des 
Ringkörpers. 


44. Satz. Die Oberfläche des durch vollſtändige Umdrehung eines 
regulären Halbpolygons *) um den begrenzenden Durchmeſſer als Achſe 
erzeugten Körpers iſt dem Mantel eines ſenkrechten Cylinders gleich, der 
dieſelbe Achſe hat, und deſſen Grundfläche ein mit der . des 
Polygons beſchriebener Kreis iſt. 

Fig. 110. Beweis. Das reguläre Halbpolygon ſei 
I ABCDEFGA,. Die Seiten eines ſolchen: AB, BC, 
.... GH, find alle unter einander gleich und die 
Ecken B, C, . . . . 6 liegen ſämmtlich im Umfange 
eines über AH beſchriebenen Halbkreiſes; OP L 
DE oder jedes andere von 0 auf eine der Seiten 
gefällte Perpendikel iſt die Apotheme. Conſtruirt 
man nun über AH das Rechteck AahH, jo daß 
Aa = der Hh = der Apotheme OP und zieht 
durch B, C, D.. die Parallelen bm, en, ..., ſo 
folgt aus dem Zuſatze zur vorigen Nr., daß bei 
Umdrehung der ganzen Figur um AH als Achſe 
h HZ vie einzelnen von den Polygonſeiten AB, BC,... 
beſchriebenen Kegelmäntel der Ordnung nach den von ab, be, ... beſchriebenen 
Cylindermänteln an Inhalt gleich ſind, daher auch die ganze von dem Poly⸗ 
gonumfange ABC... GH beſchriebene Fläche dem von ah beſchriebenen 
Cylindermantel gleich wird. 

Zuſatz. Betrachtet man die nur von einem Theile d des Polygonumfangs, 
der jedoch aus zwei oder mehreren ganzen Seiten beſtehen muß, etwa von 
ABC oder BCD het der Umdrehung um AH beſchriebene Fläche, io iſt dieſe 
dem von reſp. ae oder 50 beſchriebenen Cylindermantel, überhaupt dem 
Mantel eines Cylinders gleich, deſſen Grundfläche der mit der Apotheme 
beſchriebene Kreis und deſſen Höhe die Projection jenes Theils vom Poly: 
gonumfange auf die Achſe AH iſt. 


ü 9 Ein ſolches entſteht durch Theilung eines halben Kreisumfangs in 
gleiche Theile und Verbindung der Theilpunkte durch Sehnen in der Ordnung, 
wie ſie auf einander folgen. 


’ Dritter Abſchnitt. Inhalt der Kugelfläche u. ſ. w. 44-46, 103 


N 45. Satz. Die Oberfläche der Kugel iſt ſo groß wie der Mantel eines 
uumgeſchriebenen Cylinders und viermal ſo groß als ein größter Kreis der Kugel. 


Beweis. Betrachtet man den größten Kreis, der durch Umdrehung um 
einen ſeiner Durchmeſſer die Kugel beſchreibt, als ein reguläres Polygon von 
unzählig vielen, unendlich kleinen, Seiten, ſo muß man folgerichtig die Kugel 
als | einen durch vollſtändige Umdrehung eines regulären Halbpolygons um 
den begrenzenden Durchmeſſer als Achſe entſtandenen Körper anſehen, wie 
ein ſolcher in der vorigen Nr. beſprochen worden. Die Apotheme dieſes 
Polygons iſt der Radius: die Grundfläche des Cylinders alſo, deſſen Mantel 


nach (44) der Oberfläche des Körpers gleich kommt, hat denſelben Radius, 


iſt alſo einem größten Kreiſe der Kugel gleich; der Cylinder läßt ſich daher 
der Kugel umſchreiben; oder: die Kugel⸗Oberfläche iſt dem Mantel eines ihr 
umgeſchriebenen Cylinders gleich. 5 

Aus dem Verhältniſſe des Mantels zur Grundfläche des Cylinders 
(36, Zuſ. 4) folgt ſogleich die zweite Behauptung, daß die Kugelfläche auch 
viermal ſo groß ſei als ein größter Kreis derſelben. 

Zuſatz 1. Die Oberfläche der Kugel iſt auch einem Kreiſe gleich, deſſen 
Radius der Durchmeſſer der Kugel iſt. . 

Zuſatz 2. Iſt der Kugelradius = r, der Durchmeſſer d = Pr, fo ift 
die Oberfläche = Arnr? = nd? Iſt ferner der Umfang eines größten 


2 
Kreiſes = 5, fo iſt die Oberfläche auch = Br. 


Beiſpiel. Der Umfang der Erde mißt 360 zu 15 geogr. Meilen, 
alſo p = 15 X 360 = 5400 Meilen; hieraus die Oberfläche = 9281916,3 
Meilen, vorausgeſetzt, daß die Erde eine Kugel ſei. 

Zuſatz 3. Dieſelbe Oberfläche der Kugel beträgt 3 der ganzen Ober⸗ 
fläche des umgeſchriebenen Cylinders. 50 

Zuſatz 4. Kugelflächen verhalten ſich zu einander wie die Quadrate 
der Halb⸗ oder Durchmeſſer, oder der Umfänge ihrer größten Kreiſe. 


46. Erklärungen. 1) Ein Theil der Kugelfläche, der nur von einem 
Kreiſe auf ihr begrenzt iſt, wird Kugelkappe (auch Calotte) genannt, der 
von zwei parallelen Kreiſen begrenzte: Kugelzone. Jeder Kreis auf der 
Kugel⸗Oberfläche theilt dieſe in zwei Kappen, die gleich oder ungleich find, 
je nachdem jener Kreis ein größter oder kleiner Kreis iſt. — Die Kugelzone 
kann immer als der Unterſchied zweier Kugelkappen betrachtet werden; die 
Kugelkappe aber als eine Zone, bei welcher einer der begrenzenden Kreiſe 


re 
33 
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auf Null reducirt iſt. 2) Grundfläche einer Kugelkappe iſt der Kreis, von 
deſſen Umfange ſie begrenzt wird. Ein auf der Grundfläche ſenkrechter Durch⸗ 
meſſer geht durch deren Mitte und endigt in deren ſphäriſchem Mittelpunkte, 
welchen letztern man als die Mitte der Kappe oder als deren Scheitel anſehen 
kann. Der Abſtand beider Mitten oder der zwiſchen Kappe und Grundfläche 


fallende Theil des ſenkrechten Durchmeſſers iſt die Höhe der Kappe. 


Höhe einer Zone dagegen iſt der ſenkrechte Abſtand der beiden ſie begren⸗ 
zenden Kreisebenen. Er wird durch den zwiſchen dieſe fallenden Theil des 
auf ihnen ſenkrechten Durchmeſſers gemeſſen. 


47. Satz. Jede Kugelkappe und jede Kugelzone iſt fo groß wie der 
Mantel eines ſenkrechten Cylinders, deſſen Grundfläche einem größten Kreiſe 
der Kugel und deſſen Höhe oder Achſe der Höhe der Kappe gleich kommt. 

Fig. 111. 


D Beweis. AB ſei die Grundfläche einer 


Kugelkappe und DE der darauf ſenkrechte, in 

4 gz O fe treffende Durchmeſſer; DO ſei die Höhe 
der Kappe, DAEB aber ein beliebiger, durch 

DE gehender größter Kreis der Kugel. Die 

Z Kugelkappe wird durch Umdrehung des Bogens 


AD um DE als Achſe beſchrieben. Betrachtet 


Pi 

Seh ee man nun den Kreis DAEB als ein reguläres 

2 Polygon von unzählig vielen, unendlich kleinen, 
Seiten, jo iſt der Bogen DA ein Theil vom Umfange dieſes Polygones, und 
die Kugelkappe folgerichtig eine durch Umdrehung dieſes Theiles um DE 
erzeugte Fläche. Eine ſolche iſt aber nach 44, Zuſ. dem Mantel eines 
Cylinders gleich, deſſen Höhe DO und deſſen Baſis einem größten 12 der 
Kugel gleich iſt. 

Eben jo iſt die Kugelkappe AEB, deren Höhe QE dem Mantel eines 
Cylinders von dieſer Höhe OE und derſelben Baſis wie vorher gleich, und 
aus gleichen Gründen die zwiſchen den Parallelkreiſen AB und KL begriffene 
Zone einem Cylindermantel von der Höhe OJ und derſelben Baſis gleich. 

Zuſatz 1. ft r der Radius der Kugel, h die Höhe einer Kugelkappe 
oder Zone, jo iſt deren Inhalt = Aurh. 

Zuſatz 2. Zwei Kappen oder Zonen auf derſelben Kugel oder auf 
gleichen Kugeln verhalten ſich wie die Höhen derſelben, und jede einzelne 
Kappe oder Zone verhält ſich zur ganzen Kugel-Oberfläche wie die Höhe der⸗ 
jelben zum Durchmeſſer. 


F 
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Beeiſpiel. Nimmt man den Abſtand der Wendekreiſe vom Aequator 
der Erdkugel zu 230 2737 an und theilt den Radius derſelben in 1000 gleiche 
Theile, ſo hat die Höhe der halben heißen Zone nahe 398 dieſer Theile, die 
einer gemäßigten 5193, die einer kalten nahe 823; wie groß wäre hiernach 
der Flächeninhalt jeder Zone in Quadratmeilen? (S. 45, Zuſ. 2.) 


s 48. Satz. Die Kugelkappe iſt auch einem Kreiſe an Inhalt gleich, deſſen 
5 Radius der gerade Abſtand des Scheitels vom Umfange der Grundfläche iſt. 


Der Beweis iſt auf 47 und Planim. V., 51 nebſt VI., 21 zu gründen. 
Als leicht wird derſelbe eigener Auffindung überlaſſen. 


49. Satz. Jede Kugelkappe verhält ſich zu ihrer Baſis oder Grundfläche 
wie der Durchmeſſer der Kugel zum Ueberſchuſſe desſelben über die Höhe. 


Der Beweis iſt auf den vorhergehenden Satz und auf Plan. V., 51 nebſt 
VI., 22 zu gründen und wird gleichfalls der Selbſtübung anheimgeſtellt. 


50. Aufgaben: 1) Die Kugel⸗Oberfläche mittels eines Kreiſes auf 
ihr in zwei Kappen zu theilen, deren Inhalt in gegebenem Verhältniſſe ſteht. 
2) Eine Kugelkappe zu machen, die zu ihrer Grundfläche in gegebenem Ver⸗ 
hältniſſe ſteht. 


51. S ab. Dreht fih ein reguläres Polygon von gerader Seitenzahl 
um eine in ſeiner Ebene aber ganz außer ihm liegende und einem ſeiner 
Durchmeſſer parallele Achſe, ſo daß der Abſtand jedes Punktes von der 
Achſe dabei unverändert bleibt, ſo beſchreibt dasſelbe bei vollſtändiger 
Umdrehung einen ringförmigen Körper, deſſen Oberfläche ſo groß wie die 
Seitenfläche (oder Mantel nach Analogie des Cylinders) eines ſenkrechten 
Prisma iſt, wenn dieſes das Polygon zur Baſis und eine Höhe hat, 
welche der vom Mittelpunkt des Polygons beſchriebenen Kreisperipherie 
an Länge gleichkommt. 


Beweis. 4B D., F. BA (Fig. 112) ſei das Polygon, C fein Centrum, 
A die dem Durchmeſſer AF parallele Achſe. Bei der Umdrehung um dieſe 
Achſe beſchreiben die Seiten des Polygones ſämmtlich Mäntel abgekürzter 
Kegel, deren Achſen Theile von XY ſind. Der von AB beſchriebene Mantel 
iſt (wenn K die Mitte von AB und K das von K auf die Achſe gefällte 
Loth bezeichnet), nach 42, Zuſ. 1 jo groß als ein aus AB und der Länge 
der von A um die Achſe beſchriebenen Peripherie gebildetes Rechteck. Aehn⸗ 
liches gilt von dem durch die entſprechende Polygonſeite AB’ beſchriebenen 
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Mantel; derſelbe iſt ſo groß als 
das aus AB’ und der von K 
(Mitte von AB’) um die Achſe 
beſchriebenen Peripherie. Da nun 
HP T NP = 2C0, d. i. dem 
doppelten Abſtande des Mittel⸗ 
punktes C von der Achſe, fo iſt 
auch die Summe jener beiden 
Peripherieen dem Doppelten der 
von Cum die Achſe beſchriebenen 
Peripherie gleich und daher die 
Summe der von AB und AB‘ 
beſchriebenen Flächen ſo groß 
wie das Rechteck aus BA und 
jener doppelten Peripherie oder fo groß wie das Rechteck aus BA + AB‘ 
und dieſer von Cum O beſchriebenen Peripherie ſelbſt. Auf ganz gleiche Weiſe 
wird gezeigt, daß die Summe der von den Seiten BD und .))“ beſchriebe⸗ 
nen Kegelmäntel dem Rechtecke aus BD + BD‘ und der nämlichen, von C 
beſchriebenen Kreisperipherie an Inhalt gleich kommt u. ſ. w. Hieraus folgt 
alsbald die im Satze ausgeſprochene Behauptung. 


52. Satz. Die vom halben Polygon⸗Umfange AB DE. F beſchriebene 
Fläche übertrifft die von der andern, der Achſe nähern Hälfte, 48.0 El. H 
beſchriebene um das Doppelte eines Cylindermantels, deſſen Höhe der 
Durchmeſſer AF und deſſen Grundfläche ein mit der Apotheme CK beſchrie⸗ 
bener Kreis iſt. 


Beweis. Aus dem was zu Anfang des vorhergehenden Beweiſes von 
den durch AB und AB’ bei der Umdrehung beſchriebenen Flächen geſagt 
worden, folgt, daß der Unterſchied dieſer Flächen dem Mantel eines Cylin⸗ 
ders gleich fei, deſſen Höhe AB iſt, und deſſen Grundfläche BB’ zum Durch⸗ 
meſſer hat; dieſer Mantel iſt aber, wie ſich leicht zeigen läßt, dem doppelten 
Mantel eines anderen Cylinders gleich, deſſen Höhe Am (m Durchſchnitts⸗ 
punkt von BB’ und AF) und deſſen Grundfläche ein mit der Apotheme CH 
beſchriebener Kreis iſt. Eben fo ergibt ſich, daß der Unterſchied der von BD 
und B’D’ beſchriebenen Flächen dem Doppelten eines Cylindermantels von 
der Höhe mn und derſelben Grundfläche gleich iſt u. ſ. w. Aus der Ver: 
einigung dieſer Unterſchiede folgt der im Satze angegebene Geſammt⸗Unterſchied. 
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53. Erklärung. Dreht ein Kreis ſich um eine in ſeiner Ebene aber 
ganz außer ihm liegende gerade Linie als Achſe vollſtändig um, ſo daß die 
Entfernung der Punkte des Kreiſes von der Achſe dabei unverändert bleibt, 
ſo iſt der von ihm beſchriebene Körper ein Ring im geometriſchen Sinne. 
Die vom Umfange des Kreiſes (Grundkreis) beſchriebene Fläche iſt die 
Oberfläche dieſes Ringes, welche durch die von den Endpunkten eines der 
Achſe parallelen Durchmeſſers bei derſelben Umdrehung beſchriebenen zwei 
Kreisperipherieen in eine äußere von der Achſe entferntere und eine 
innere der Achſe nähere Seite getheilt wird. Die vom Mittelpunkte des 
Grundkreiſes bei der Umdrehung beſchriebene Peripherie enthält die Mittel: 
punkte ſämmtlicher (dem Grundkreiſe gleichen) ſenkrechten Querſchnitte und 
bildet die Länge des Ringes. 


54. Satz. Die Oberfläche eines Ringes iſt ſo groß wie der Mantel 
eines ſenkrechten Cylinders, deſſen Grundfläche der den Ring beſchreibende 
Kreis (Querſchnitt des Ringes), und deſſen Höhe der Länge des Ringes 
gleich iſt. 8 

Den Beweis wird man gleich aus 51 ableiten, wenn man den beſchrei⸗ 
benden Grundkreis als ein reguläres Polygon von unzählig vielen, unendlich 
kleinen, Seiten betrachtet. 

Zuſatz. Der Radius des Grundkreiſes (die halbe Dicke des Ringes) 
ſei = r, der Abſtand feines Mittelpunktes von der Achſe = a, alsdann iſt 
die Oberfläche des Ringes = 21. 2 —= Antar. 


55. Satz. Die äußere Seite der Oberfläche eines Ringes übertrifft 
die innere um die doppelte Oberfläche einer Kugel, deren Radius der des 
Grundkreiſes iſt. 


Auch dieſen Satz wird man ſofort aus 52 abzuleiten im Stande ſein, 
wenn man die bei der vorigen Nummer erwähnte Vorſtellung des Kreiſes als 
Polygones zum Grunde legt und dabei 45 berückſichtigt. 

Zuſatz. Bei denſelben Bezeichnungen wie im Zuſatz der vorigen 
Nummer findet ſich durch Combination dieſes Satzes mit dem vorhergehenden: 

a die äußere Seite der Ringfläche = nr (na + 27); 
e 5 — 2nr (na — 27). 


cm cm . a 

Beiſpiel. Aus = 3,71, a = 127,35, erhält man 1) die äußere und 

innere Seite der Ringfläche 9499,1192 und 9153,1897 Tem, die ganze Ringfläche 
18652,3089 Dem. g 


V. Capitel. 


Vom körperlichen Inhalte der Polyeder. 


Erſter Abſchnitt. 


Inhalt des Prisma. 


1. Satz. Werden die gehörig erweiterten 
Seitenflächen eines beliebigen Prisma von zwei 
Parallelebenen ſo durchſchnitten, daß die Seiten⸗ 
kanten des zweiten dadurch entſtehenden Prisma 
denen des erſtern gleich ſind, ſo ſind beide 
Prismen an Inhalt gleich. 

Beweis. ACEHKM ſei ein Prisma, deſſen 
erweiterte Seitenflächen durch zwei parallele Ebe⸗ 
nen ace und hkm fo geſchnitten werden, daß 
HA = ha iſt, alsdann wird ACEHKM = acehhm. 
Leicht läßt ſich nämlich durch Deckung beweiſen, 
daß der Körper ace ACE dem Körper em HHU 
congruent, alſo auch an Inhalt gleich ſei, woraus 
alsdann unmittelbar die Richtigkeit der obigen 
Behauptung erhellt. 


2. Satz. Jedes Parallelepiped wird durch 
eine Diagonalebene in zwei dreiſeitige Prismen 
von gleichem Körperinhalte getheilt. 

Beweis. Es ſei ABCDEGHJ ein beliebiges 
Parallelepiped und durch die Diagonalebene BDHE 
in zwei dreiſeitige Prismen getheilt. 

Iſt das Parallelepiped ein rechtwinkeliges, ſo 
können beide rechtwinkeligen dreiſeitigen Prismen 
leicht zur Deckung gebracht werden, ſie ſind alſo 
an Inhalt gleich. Iſt das Parallelepiped kein 
rechtwinkeliges, ſo lege man durch die Endpunkte 


B und E der Kante BE 8 Ebenen Bade und Fig ſenkrecht auf BE. 
Das von dieſen Ebenen und den erweiterten Seitenflächen gebildete Paral— 
lelepiped aBediEgh iſt ein rechtwinkeliges und wird durch die Ebene „EEA 
in zwei ſenkrechte dreiſeitige und daher auch gleiche Prismen zerlegt. Nach 
dem vorhergehenden Satze I iſt aber aBdiEh = ABDJEH und BedEgk 

= BCDEGH; folglich iſt auch ABDEJH = BCDEGH. 

Zuſatz. Jedes dreiſeitige Prisma iſt alſo die Hälfte eines Parallel: 
epipeds, welches mit dem Prisma drei gemeinſchaftliche Seitenkanten hat. 


3. Satz. Zwei Parallelepipeden auf derſelben Grundfläche, oder 


auf congruenten Grundflächen, von N Höhen haben gleichen körper⸗ 
lichen Inhalt. 


Beweis. Die gemeinſchaftliche Grundfläche beider Parallelepipeden ſei 
ABCD. Da die Höhen gleich ſind, ſo müſſen die beiden anderen Grund⸗ 
flächen in derſelben, mit der Grundfläche parallelen, Ebene liegen. Es treten 
nun zwei Fälle ein, je nachdem zwei der Seitenflächen in einer Ebene 
liegen oder nicht. 

1. Fall. Die Seitenflächen AF, AK mögen Fig. 115. 
in einer Ebene liegen, mithin auch die ihnen M_M GT 
gegenüber ſtehenden Seitenflächen DG und DL in 
einer Ebene. Nach Satz 1 iſt ABCDEFGH = 
ABCDJKLM. 

2. Fall. Liegen die Seitenflächen nicht in 
einerlei Ebene, alſo auch EG, JL nicht zwiſchen 
denſelben Parallelen, jo verlängere man EF, HG, 
MJ, LK nöthigenfalls bis zur Bil⸗ 
dung eines neuen Parallelogramms 
NOPQ zwiſchen dieſen Linien und 
verbinde O0, N, 0, P mit A, B, 
C, D, ſo iſt, wie ſogleich erhellet, 
ABCD PO No ein drittes Parallel⸗ 
epiped, welches ſich mit jedem der 
beiden vorhergehenden im erſten 
Falle befindet. Es iſt daher Pa⸗ 
rallelepiped AG = Parallelepiped 


AO S Parallelepiped AL, mithin f 
AI. 


n 9 * 21 * ur 4 
ee . 
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4. Satz. Zwei beliebige Prismen auf derſelben Grundfläche und 
von gleicher Höhe haben gleichen Inhalt. 


1. Fall. Die Prismen ſind dreiſeitig. Man ergänze die gemeinſchaft⸗ 
liche dreiſeitige Grundfläche der Prismen zu einem Parallelogramm, die 
Prismen zu Parallelepipeden. Der Beweis des Satzes ergibt ſich dann 
leicht durch Anwendung von Satz 2 und Satz 3 f 

2. Fall. Die Prismen ſind mehrſeitig. Durch Zerlegung der Prismen 
mittels Diagonalebenen in dreiſeitige Prismen ergibt ſich der Beweis auf 
der Stelle, wenn man ſich dabei auf den erſten Fall ſtützt. 


5. Satz. Zwei Parallelepipeden von gleicher Höhe und gleich großen, 
wenn auch nicht congruenten, Grundflächen haben gleichen Inhalt. 

Fig. 117. 1. Fall. Haben die Grundflächen ABCD 
und ABEF eine gleiche Seite AB, fo müſſen die 
dieſer gegenüber liegenden Seiten DC und FE 
in einer geraden Linie liegen. Hat dabei das 
eine Parallelepiped AJ mit dem andern AM 
eine gemeinſchaftliche Seitenfläche ABHG, jo 
ergibt ſich, indem dieſe als Grundfläche betrachtet 
wird, die Behauptung ſogleich aus Satz 3. 
Hat das zweite Parallelepiped mit dem erſten 
keine gemeinſchaftliche Seitenfläche, ſo läßt ſich 
ein drittes Parallelepiped conſtruiren, welches mit dem zweiten die Grund⸗ 
fläche, mit dem erſten die Seitenfläche gemeinſchaftlich hat, u. ſ. w. 

2. Fall. Wenn die Grund⸗ 
flächen keine gleichen Seiten haben. 
Sie ſeien dann ABCD und 4E FG. 
Verlängert man GF bis ſie AD in 
H trifft und zieht EJ || AH, jo iſt 
das Parallelogramm AEJH = 
Parallelogramm AEFG und nach 
dem erſten Falle ift auch das Parallelepiped über AEJH gleich dem Paral⸗ 
lelepiped über AEFG. Leicht ergibt ſich aus den Eigenſchaften der Figur, 


K 2 M 
-—- 


daß U || DE ist. Nun beſteht das Parallelepiped über ABCD aus dem 


dreiſeitigen Prisma über AHB, dem Parallelepiped über HBKD und dem 
Prisma über DCK; das andere Parallelepiped über AEJH aus demſelben 
dreiſeitigen Prisma über AHB, dem Parallelepiped über HBEL und dem 
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5 8 Prisma über LEJ, alle von gleicher Hohe. Die Parallelepipeden 
über HBKD und HBEL befinden ſich aber im 1. Falle des Satzes; die 
dreiſeitigen Prismen über DK und LEJ find gleich (S. 5), folglich iſt auch 
das ganze Parallelepiped über 4800 dem über AEJH, folglich auch dem 
über AEFG gleich. 

1. Beweis. Ein zweiter Beweis ergibt ſich leicht dadurch, daß man die 
Grundflächen jo an einander legt, daß fie die Ergänzungen eines Parallelo⸗ 
gramms werden (Planim. IV., 14). 


6. Aufgabe. Ein nzfeitiges Prisma in ein n—1zfeitiges zu ver⸗ 
wandeln. 

Die Conſtruction iſt ähnlich der in IV., 19 der Planimetrie für Polygone 
ausgeführten. 

Zuſatz. Ein nzeitiges Prisma in ein dreiſeitiges Prisma oder in ein 
Parallelepiped zu verwandeln. 


7. Satz. Prismen von gleicher Höhe und gleicher Grundfläche haben 
gleichen Inhalt. 


Beweis. Denkt man ſich jedes der Prismen in ein ihm gleiches drei⸗ 
ſeitiges verwandelt, ſo ſind nach 4 (1. Fall) die letzteren Prismen einander 
gleich, ſomit auch die erſteren. 


8. Aufgabe. Ein jedes Prisma in ein rechtwinkeliges Parallelepiped 
von gleicher Höhe zu verwandeln. Leicht. 


9. Satz. Prismen von gleicher Grundfläche verhalten ſich, wie ihre 
Höhen, Prismen von gleicher Höhe, wie ihre Grundflächen. Im Allge⸗ 
meinen ſtehen Prismen im zuſammengeſetzten Verhältniſſe ihrer Grund⸗ 


flächen und ihrer Höhen. 


Beweis. Es mögen die beiden Prismen Ada und Hkh (Fig. 119) gleiche 
Grundflächen AD und Hk haben, ihre Höhen ſeien em und gu. Sind die Höhen 
commenſurabel und ſtehen im Verhältniſſe der ganzen Zahlen p und 9, fo 
läßt ſich durch eine leichte Conſtruction das Prisma Ada in p Prismen, 
das Prisma Hh in q Prismen zerlegen, die ſämmtlich unter einander gleich 
ſind. Die Richtigkeit der Behauptung ergibt ſich ſomit auf der Stelle. Sind 
die Höhen nicht commenſurabel, ſo läßt ſich der Beweis ganz in derſelben 
Weiſe führen, wie er bei dem entſprechenden Satze in Plan. V., 80 geführt 
worden iſt. 
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Haben die Prismen 
P und 0 gleiche Höhen, 
ſo läßt ſich der Beweis, 
daß ſie ſich wie ihre Grund. 
flächen &: 9 verhalten, 
auf den vorhergehenden 
Satz ſtützen, wenn man 
die Grundflächen und g 
zuerſt in Rechtecke p-n 
und 9 n von gemein⸗ En x 
ſchaftlicher Höhe n ver 
wandelt denkt. Die bei: 
3 den gegebenen Prismen 
P und O find alsdann rechtwinkeligen Parallelepipeden gleich, die eine 
a gemeinſchaftliche Höhe „ haben und deren Grundflächen bezüglich p - n und 
8 Jen find. Die letzteren Prismen können aber offenbar auch als Parallel- 
er epipeden betrachtet werden, welche bei einerlei Grundfläche A - m die zuge 
8 rigen Höhen p und 4 haben. Es iſt ſomit P: O = y: 9 und da p 4 
d 2: Reh. | | . 
? Es ſeien 3) die beiden Prismen P und 0, ihre Grundflächen E und g, 
8 = ihre Höhen H und h. Man denke ſich ein drittes Prisma M von gleicher 
Grundfläche mit dem Prisma P und von gleicher Höhe mit dem Prisma 0 1 
5 
2 


Fig. 119. 


3 alsdann iſt: | 


* P: M H: b 
1 110 =6G 9 
— mithin 
. 7 985 ; 
6 9 


Zuſatz. Zwei Prismen find gleich, wenn ſich die Grundflächen umge⸗ 
kehrt verhalten wie die Höhen, und umgekehrt: Sind zwei Prismen einander 
gleich, jo verhalten ſich ihre Grundflächen umgekehrt wie ihre Höhen, Be 


10, Ausmeſſung des Prisma. Bei der Inhaltsbeſtimmung der | 
Prismen und der Körper überhaupt kommt es darauf an, das Verhältniß 
anzugeben, in welchem der Raum eines ſolchen Körpers zu irgend einer 
gegebenen, als bekannt angenommenen Raumeinheit ſteht. Als Raumeinheit | 4 
wird am zweckmäßigſten nach allgemeinem Gebrauche ein Würfel oder Cubus 
genommen, deſſen Seitenkante der Längeneinheit gleich iſt. e 


1 


RE ſchnitt. Inhalt des Prisma. 9—10. 
Diueſes vorausgeſezt it: 1) Der Inhalt des rechtwinteligen Parallelepi 
pvedes dem Producte der drei Zahlen gleich, welche die Längen dreier zufam: 


| 2 menſtoßenden Kanten, nach einer gemeinſchaftlichen Längeneinheit gemeſſen, 


5 angeben, oder kürzer: Der Inhalt eines Parallelepipedes iſt dem 
Producte aus Länge, Breite und Höhe desſelben, oder auch 

dem Producte aus der Grundfläche und Höhe gleich. Enthält 

3. B. die Höhe 7, eine Seite der Grundfläche 5, Fig. 120. 
die andere Amal die Längeneinheit, ſo läßt ſich, 
wie beiſtehende Figur erkennen läßt, durch 
Parallelebenen mit den Seitenflächen leicht 
nachweiſen, daß das ganze Parallelepiped ſich 
in 7.5.4 140 Mürfel theilen läßt. Sind 
die Seitenlängen Bruchzahlen, ſo kann für die⸗ 
ſen Fall der Beweis in ähnlicher Weiſe, wie 
es in Planim. IV., 3 geſchehen iſt, durch Bil⸗ 
dung von Brucheinheiten geführt werden. 
2) Da ſich (8) jedes Prisma in ein rechtwinke⸗ 
liges Parallelepiped verwandeln läßt, das mit ihm gleiche Höhe und daher 
auch gleich große Grundfläche hat, fo iſt auch nach 1) der Inhalt eines 
jeden Prisma dem Producte aus Grundfläche und Höhe gleich. 


Bemerkung. Der Inhalt eines Würfels iſt nach 1) die dritte 
Potenz ſeiner Seite, weßhalb man auch die dritte Potenz einer Zahl „Würfel: 
oder Cubikzahl“ nennt. Schreiten die Unterabtheilungen des Längenmaßes 
zehntheilig fort, ſo ſchreiten die Unterabtheilungen des Körpermaßes tau⸗ 
ſendtheilig fort. Z. B. 1 Meter = 10 Decimeter, 1 Decimeter = 10 Centi⸗ 
meter; 1 Cubikmeter = 1000 Cubikdecimeter, 1 Cubikdecimeter = 1000 Cu⸗ 
bikcentimeter. Wird aber die Haupteinheit zwölftheilig abgeſtuft, ſo hat 
jede Körpereinheit 12° = 1728 nächſte Unterabtheilungen. Z. B. 1 Fuß = 
12 Zoll, 1 Zoll = 12 Linien, 1 Cubikfuß = 1728 Cubikzoll, 1 Cubikzoll 
— 1728 Cubiklinien. 


11. Satz. Aehuliche Prismen verhalten ſich wie die Cuben ihrer 


homologen Kanten, ihre Oberflächen wie die Quadrate dieſer Kanten, 


Beweis. Die Prismen fein P und O, ihre Grundflächen 4 
und B, ihre Höhen p und 3, zwei homologe Kanten «a und 5. Man 
Heis u. Eſchweiler. II. 8 
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denke ſich ein drittes 1 M ws der Grundſläche A a der de 
dann iſt 


e V., 51) 


Die Ausdrücke as und be können hier eben fo wohl die geometriſchen Würfel, 
als auch die Zahlen bezeichnen, welche deren Inhalt angeben; eben 8 ver⸗ 
hält es ſich mit ab. ne 

Was die Oberflächen betrifft, jo find dieſe Summen von ahnlihen 
Figuren und verhalten ſich alſo wie zwei entſprechende unter dieſen, d. i. 
nach Planim. V., 83, wie die Quadrate zweier homologen Seiten. 


Zweiter Abſchnitt. 


- # ‘ 
Inhalt der Pyramiden und Polyeder überhaupt. 


12. Satz. Drei⸗ oder mehrſeitige Pyramiden von gleicher Höhe und = 
gleich großer Grundfläche haben gleichen Körperinhalt. 3 


Die beiden gegebenen Pyramiden abeO und ABCO (Fig. 121) können, 
da fie gleiche Höhe haben, ſo an einander gelegt werden, daß ihre gleichen 
Grundflächen ABC und abe in eine Ebene zu liegen kommen und ihre 
Spitzen zuſammenſtoßen. Wären dieſe Pyramiden nun nicht gleich, ſo wäre = 
eine derſelben, etwa OARC, die größere, die andere Oabe die kleinere. Man 
theile nun die gemeinſchaftliche Höhe OH beider Pyramiden in n (an der 
Figur in 5) gleiche Theile und führe durch die Theilpunkte Ebenen parallel 
mit den Grundflächen ABC und abe. Die Durchſchnitte dieſer Ebenen mit 
den Seitenflächen beider Pyramiden bilden die den Grundflächen ahnlichen =; 
Durchſchnitte DEF, GH... in der einen, def, gik... in der anderen, und 
je zwei dieſer Durchſchnitte ſind, wie ſich leicht aus I., 80 in Verbindung E 
mit der Vorausſetzung, daß ABC = abe fei, ergibt, der Ordnung nach, 
paarweiſe einander an Inhalt gleich, jo daß DEF = def, GJK = = gik. 5 
Man bilde ſerner an jeder der beiden Pyramiden eine Reihe dreifeitiger 
Prismen, nämlich an der Pyramide OABC die nm W N 


* 


f . 0 1 8 Et: 177 2 Fig. 121. f 


DEFKPN u. ſ. w., deren Seitenkanten alle parallel mit OC; an der anderen 
Pyramide Oabe die (n—1) inneren defelm, gikfpn u. ſ. w., deren Seiten: 
kanten alle parallel Oe. Alle dieſe Prismen haben gleiche Höhen, nämlich 
den n⸗ten Theil von OH, und jedes der inneren Prismen in der Pyramide 
Oabe iſt dem zunächſt höher liegenden äußeren in der anderen Pyramide 
OABC an Inhalt gleich (Satz 7). Bezeichnet man nun zur Abkürzung die 
n äußeren Prismen an der Pyramide OABC in der Ordnung, wie fie von 
der Grundfläche an gegen die Spitze folgen, der Reihe nach durch 4, B, C, 
D, E. . . N fo find die » — 1 inneren an der Pyramide Oabe liegenden 
Prismen bezüglich B, C, D, E. .. N Der Unterſchied zwiſchen der Summe 
S der äußeren und der Summe 2 der inneren Prismen iſt daher = Ad. i. 
dem erſten äußeren Prisma ABC FMHL; S Z= A. Geſetzt nun, es 
wäre im Inhalte der beiden Pyramiden ein Unterſchied, etwa OABC — 
Oabe 5 N. Dieſen Unterſchied kann man immer als ein Prisma von 
einer Grundfläche = ABC oder abe und einer Höhe denken. So klein 
dann auch z fein möge, jo kann doch immer die Höhe OH in fo viele Theile 
getheilt werden, oder die obige Zahl n fo groß genommen werden, daß jeder 
Theil der OH kleiner als & wird. Es wird ſomit das unterjte. äußere 
Prisma A, d. i. der Unterſchied S — 2 < A. Andererſeits iſt aber 
S> O0ABC > Oabe > Z und ſomit S — 2 N OABC — Oabe, alſo 
auch S — E>A, welches mit S — 2<A im Widerſpruche ſteht. 
Der angenommene Unterſchied A zwiſchen den Pyramiden iſt alſo unmög⸗ 
lich, die Pyramiden ſind daher einander gleich. Für mehrſeitige Pyramiden läßt 
ſich der Satz ganz in derſelben Weiſe, wie für dreiſeitige Pyramiden, beweiſen, 
wofern ſtatt der dreiſeitigen Prismen die mehrſeitigen angewandt werden. 
f g* 
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13. Satz. Jede Pyramide iſt der dritte Theil eines prisma von 
derſelben Grundfläche und von gleicher Höhe. 5 5 


Er Fig. 122. Beweis. Es ſei 1) die PR eine 
” . F dreiſeitige ABCD, A ihr Scheitel, BCD ihre 
a Grundfläche. Errichtet man nun über BED 
das dreiſeitige Prisma BC DEFA, deſſen Ser Er 
tenkante 40 beiden Körpern gemeinſchaftlich 
iſt, ſo hat dieſes Prisma dieſelbe Höhe, wie 
die Pyramide. Zieht man EB, ſo theilen u 
ADB und AEB das Prisma BODEFA 8 
offenbar in die drei dreiſeitigen Pyramiden - Si 
ABCD, BAEF und AEDB, von welchen ſich 
leicht N läßt, daß die erſte der zweiten, die zweite der dritten an 
Inhalt gleich iſt (12). Alle drei Pyramiden ſind ſomit gleich groß, die SE 
gegebene ABCD iſt alſo 4 des Prisma's BCDEFA, welches mit ihm dieſelbe Be 
Grundfläche und dieſelbe Höhe hat. Iſt 2) die Pyramide mehrſeitig, ſo läßt ie 
ſich der Beweis leicht dadurch führen, daß man durch Diagonalebenen ſowohl = 
die mehrſeitige Pyramide in dreiſeitige Pyramiden, als das entſprechende 
mehrſeitige Prisma in dreiſeitige Prismen zerlegt und das für den . ek 
Fall Bewieſene in Anwendung bringt. "a 


14. Sat. Pyramiden von gleicher Höhe verhalten ſich wie die 
Grundflächen, Pyramiden von gleicher Grundfläche verhalten ſich wie die 
Höhen. Pyramiden überhaupt ſtehen im zuſammengeſetzten Verhältniſſe 7 
ihrer Grundflächen und Höhen. 3 


Der Beweis ſtützt fih auf die Sätze 13 und 9. = 1 


15, Satz. Aehuliche Pyramiden ſtehen im dreifachen Verhältniſſe, 
oder im Verhältniſſe der Cuben ihrer homologen Kanten oder Höhen. 
Der Beweis iſt entweder ganz wie der in (11) für das Prisma gegebene 3 


zu führen, oder direct auf dieſen zu fügen, 


16. Satz. Der Inhalt einer jeden Pyramide ik einem Drittel v des F 
Productes aus ihrer Grundfläche und Höhe * x 


Der Beweis ift auf 13 und 10 zu ſtützen. 


Dritt 2 ſchnitt. Die abgeſtumpfte Pyramide u. ſ. w. 20, 
£ . Sat. ; Symmetriſche Polyeder haben gleichen Inhalt. 


Beweis. Sind die Polyeder dreiſeitige Pyramiden, ſo läßt ſich 
eine jede derſelben zu einem dreiſeitigen Prisma ergänzen, von welchem die 
Pyramide der dritte Theil iſt. Die beiden ſymmetriſchen dreiſeitigen Prismen 
laſſen ſich (III., 31) mit zweien ihrer congruenten Seitenflächen ſo an einan⸗ 
der legen, daß ſie vereint ein Parallelepiped bilden, welches durch die gemein⸗ 
ſchaftliche Seitenfläche als Diagonalebene nach Satz 2 halbirt wird. Aus 
der Gleichheit der beiden dreiſeitigen Prismen ergibt ſich ſofort die Gleichheit 
der dreiſeitigen Pyramiden. Je zwei beliebige ſymmetriſche Polyeder laſſen 
ſich aber nach III., 28 in eine gleiche Anzahl ſymmetriſcher Pyramiden zer⸗ 
legen, ſind alſo mit Rückſicht auf den eben behandelten Fall an Inhalt 
einander gleich. 


18. Satz. Jedes Polyeder läßt ſich in eine ihm gleiche Pyramide 
und auch in ein ihm gleiches Parallelepiped verwandeln. 


Der Satz gründet ſich auf die Möglichkeit, jedes Polyeder in Pyramiden 
zu zerlegen, und dieſe in andere Pyramiden zu verwandeln. 


19. Satz. Aehnliche Polyeder verhalten ſich wie die Cuben zweier 
homologen Seitenkanten, ihre Oberflächen wie die Quadrate derſelben. 


Beweis wie bei ähnlichen Prismen. 


Britter Abſchnitt. 


Die abgeſtumpfte Pyramide, das abgeſchnittene Prisma und der | 


Obelisk. 


20. Satz. Eine abgeſtumpfte Pyramide iſt der Summe dreier 
Pyramiden gleich, welche dieſelbe Höhe haben, wie die abgeſtumpfte, und 
deren Grundflächen die beiden der abgeſtumpften Pyramide und die mitt⸗ 
lere Proportionale aus beiden ſind. . 


Beweis. 1. Fall. Die abgeftumpfte Pyramide ſei eine dreiſeitige. 
OABC (Fig. 123) ſei eine ganze dreiſeitige Pyramide, parallel mit der 
Grundfläche ABC derſelben ſei der Schnitt DEF gelegt, ABCDEF wird 
alsdann die abgeſtumpfte Pyramide ſein (III., 4). Die Höhe, d. h. der 
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Abſtand der beiden parallelen Grundflächen heiße 1. Man ziehe EX Ec, 
AF und denke ſich 1) durch 4E und 4, 2) durch EA und EC Ebenen 
gelegt. Hierdurch wird die abgeſtumpfte Pyramide BCADEF i in drei drei⸗ 
ſeitige Pyramiden zerlegt, N 1) in die Pyramide 40 EF, 2) in die Pyra⸗ 
mide EABC und 3) in die Pyramide E ACF. 
Fig. 128. Die erſte hat die Grundfläche DEF, die 
zweite die Grundfläche ABC, beide haben 
die Höhe h mit der abgeſtumpften Pyramide 
gemeinſchaftlich. Zieht man EH || DA, fo 
iſt El auch der Ebene ADFC parallel 
(J., 12), die von E und H auf ADFC 
gefällten Senkrechten ſind alſo einander Be 
gleich. Verbindet man nun noch H mit F 
und mit C und legt durch EH und Hr 
eine Ebene, ſo wird die oben genannte 
dritte Pyramide EACH, wenn ACF als Grundfläche derſelben betrachtet 
wird, an Inhalt der Pyramide HACF, welche mit ihr dieſelbe Grundfläche 
und gleiche Höhe hat, gleich. Dieſe letztere Pyramide HACF kann aber 
auch ſo betrachtet werden, daß F ihre Spitze, HAC ihre Grundfläche iſt, und 
fie hat dann dieſelbe Höhe, wie die beiden erſten Pyramiden EABC und 
ADEF, oder wie die abgeſtumpfte Pyramide. Es bleibt alſo nur zu beweiſen 
übrig, daß ihre Grundfläche 40 die mittlere Proportionale zwiſchen den 
Grundflächen ABC und DEF iſt. Es iſt aber ö 
A ABC: A AHC = AB AH= AB: DE 
G AHC: A DEF= AH. AC: ED. DF= AC: hg: 8 81, 
da nun AB: DE = AC: D, fo iſt 
AABC:AAHC= AH DEF. 
Der Satz iſt ſomit bewieſen. 


Iſt 2) die abgeſtumpfte Pyramide keine dreiſeitige, fo ergibt ſich fur ſie 3 
derſelbe Satz, wenn man fie mit einer dreiſeitigen vergleicht, welche mit ihr N 
gleiche Höhe und gleiche Grundflächen hat. 


1. Zuſatz. Die dritte der genannten Pyramiden ſelbſt iſt die mütter a | 
Proportionale zwiſchen den beiden erſten Pyramiden. Es läßt ſich dieſes 
auch direct an der Figur zeigen. Denn 


Pyr. AEBC : Pyr. AEFC = A BECı A EFC = BC : EF S. 14) 
Pyr. AEFC : Pyr. AED = AU A A = 5 


er 


Na 


Bar. AEO por AEFC = — Pyr. 4 75 Pyr. AEFD. 
3 3uf a tz. Bezeichnet 6 den Inhalt der einen, 9 den der anderen 
fee. ſo iſt der u der abgeſtumpften Pyramide: 
 J=4h(@+9+ V6:9. 
Beispiel. Die Grundlinie AB des Dreieckes ABC ſei = 7 91, die 
zugehörige Höhe = 4, 541, die Grundlinie DEN des Dreiedes DEF ſei =5, 65, 
bie Höhe h der abgeſtumpften Poramive ſ 8, 46. J= 109, 411911 Cub. Met. 


wi 


21. Sat. Ein nicht parallel mit der Grundfläche abgeſchnittenes 
dreiſeitiges Prisma (prismatiſcher Stumpf) iſt der Summe dreier Pyra⸗ 
miden gleich, welche dieſelbe Grundfläche haben, wie das Prisma, und 
deren Scheitel in den Ecken des Schnittes liegen. 

Beweis. Das abgeſchnittene dreiſeitige Prisma 
fei ABCDEF; ABC ſei die Grundfläche. Der Körper 
wird der Summe dreier Pyramiden gleich ſein, deren 
gemeinſchaftliche Grundfläche 4 Ciſt und deren Scheitel 
in D, E und Fliegen. Denn zieht man FA und FC, 
fo beſteht der Körper 450 DEF offenbar aus der drei⸗ 
ſeitigen Pyramide FABC, welche mit dem dreiſeitigen 
Prisma die Grundfläche ABC gemeinſchaftlich hat und 
deren Spitze in der Ecke F liegt und aus der vierſei⸗ 
tigen Pyramide FEACD, deren Spitze ebenfalls in F 
liegt. Die letztere iſt aber, wenn man BE und BD zieht, der K iti 
Pyramide BEACD gleich. Dieſe Pyramide zerfällt aber in die zwei dreiſei⸗ 
tigen Pyramiden BEAC und BECO, erſtere hat mit dem dreiſeitigen Prisma 
gemeinſchaftlich die Grundfläche ABC und ihre Spitze liegt in der zweiten 
Ecke E; die andere BED C iſt, wenn man noch DA zieht, der dreiſeitigen 
ABCD gleich, mit der fie gleiche Höhe und dieſelbe Grundfläche 800 hat. 
ABCD hat aber mit dem abgeſchnittenen dreiſeitigen Prisma ebenfalls die 
gemeinſchaftliche Grundfläche ABC, während ihre Spitze in D liegt. Die 
Richtigkeit des Satzes iſt ſomit dargethan. 

Zuſatz. Das abgeſchnittene dreiſeitige Prisma iſt auch einem en 
auf derſelben Grundfläche ABC gleich, deſſen Seitenkanten das arithmetiſche 
Mittel aus den drei Seitenkanten AE, N und OD d. i. (AE+BF+ CD) find. 


n Der Beweis läßt ſich entweder durch Anwendung von Proportionen, oder 
mit Hülfe irgend eines auf den Seitenkanten ſenkrechten Duerſchuntes führen. 
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Im letzteren Falle betrachte man den Körper als Summe oder Differenz zweier 


ſenkrechten abgeſchnittenen Prismen. Letzteres führt auch zu folgendem Aus: 


drucke: Der Inhalt eines jeden dreiſeitigen prismatiſchen Stumpfes iſt dem 


Producte feines ſenkrechten Querſchnittes in die mittlere Länge der Seitenkan⸗ 


ten gleich. 


den Grundflächen (ABCD und EFGH) noch 2 andere gegenüberſtehende 
Grenzflächen (4B FE und DCGH) einander parallel ſind, iſt an Inhalt 
einem Prisma gleich, welches die mittlere Durchſchnittsfigur (HJKL) 
(in., 19) zur Grundfläche und dieſelbe Höhe wie der Obelisk hat. (Fig. 125.) 


Fig. 125. 


Beweis. Es ſei gegeben der nzfeitige Obelisk (Fig. 126) mit den Grundflächen 
ABCD E und abede. Durch einen beliebigen Punkt m der Grundfläche abede 


1 Koppe 'ſcher Satz. 


a 
DRIN! var 


Beweis. Zieht man durch 
Mund mit FB die Parallelen OM 
und NJQ, welche die Grundebenen 
in O, P, Mund O ſchneiden, fo läßt 
ſich leicht nachweiſen, daß das Prisma 
ONBCGFOQP dem gegebenen Obe⸗ 
listen 45 C DHE Fü an Inhalt gleich 
iſt. Es iſt nämlich das dreiſeitige 
Prisma PNHEOJ dem dreiſeitigen 


Prisma DOMJAN an Inhalt gleich, 


folglich u. ſ. w. 

Zuſatz. Der Satz gilt auch 
noch für den Fall, wo die obere 
Grundfläche HEFG zu einem Dreiecke 
wird, wenn nämlich E verſchwindet. 


23. Satz. Ein jeder Obelisk 
iſt der Summe eines Prisma's 
und einer Pyramide gleich, welche 
bezüglich die mittlere Durchſchnitts⸗ 


N x 


22. Sa tz. Ein vierſeitiger Obelisk (ABCDEFGH), bei welchem außer 


ſigur und die Ergänzungsfigur 


(l., 21) des Obelisken zu Grund⸗ 
flächen und die Höhe des Obelisken 


zur gemeinſchaftlichen Höhe haben“). 


\ 


| Grundfläche, ſo iſt die Fläche des mittleren Schnittes M = 


itt. Die uhu e dme k w. 2. 23. 121 


# 


(ae: man mit den Selen kiten die Parallelen ms, mt, mu, me und mæ, 


8 welche die untere Grundfläche in den Punkten s, , u, v und z, die Ebene 
des mittleren Durchſchnittes 45d in den Punkten n, 0, p, q und r treffe. 
Man bezeichne den mittleren Durchſchnitt «Byde des Obelisken mit V, die 


Ergänzungsfigur nopgr mit E, die Höhe des Obelisken mit 1. Zieht man 
ma, mb, me, md und me, ferner sA, (B, uC, v und zE, jo zerfällt der Obelisk 
I) in eine Pyramide msturz und 2) in eine Anzahl vierſeitiger Obelisken 
ABtsmab, BCutmbe u. ſ. w., deren untere Grundflächen Trapeze ABts, 
BCut u. |, w., und deren obere Grundflächen Dreiecke abm, bem u. ſ. w. find. 
Nach dem vorhergehenden Satze (Zuſatz) iſt jeder dieſer vierſeitigen Obelisken 
einem Prisma gleich von derſelben Höhe und einer Grundfläche, die ſeine 
mittlere Durchſchnittsfigur iſt. Es iſt alſo die Summe ſämmtlicher vierſeitiger 
Obelisken einem Prisma gleich, deſſen Höhe * und deſſen Grundfläche = aßyde 
— nopgr = M — E iſt. Da nun sturæ = 4E, fo iſt der Inhalt der 
4 Eh 


Pyramide msturæ = ee Der Inhalt des ganzen Obelisken ift ſomit: 


(M — E) h ＋ 4 E = Mh ＋ El, d. h.: 
es iſt der Obelisk der Summe eines Prisma und einer Pyramide gleich, welche 
bezüglich die mittlere Durchſchnittsfigur und die Ergänzungsfigur des Obelisken 
zu Grundflächen und die Höhe des Obelisken zur gemeinſchaftlichen Höhe haben. 
Zuſatz. Sind die Grundflächen des Obelisken Rechtecke und heißen 


a und m die Seiten der unteren Grundfläche, 5 und u die der oberen 
42 bm n 


2 * 
= 2 7 Der Inhalt des Körpers, 
der den Namen „Ponton“ oder „Kaſten“ führt, iſt demnach: 

MN [2a + bm+ (2b K ) nl. 


j a 


die der Ergänzungsfigur E = 


9,191552 Cub.⸗Met. 


2. Zufatz. Sind die Grundflächen G und 9 des Obelisken ähnliche 
Vielecke, ſo wird man 


. + Ve)’ x - (Ve Vs Vs)’ 


erhalten. Für den Inhalt der abgeſtumpften Pyramide wird man alsdann 
nach einigen leichten Umformungen: 


Rh 2 
3 (6 ＋ % ＋ 


erhalten, was mit > 20 übereinſtimmt. 


il 


PERS, 


Et 
5 


® 


eh 
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Vierter Abſchnitt. 


Die fünf regulären Polyeder. Juhalt und Oberfläche derſelben. © 


24. Aufgabe. I Aus der gegebenen Kante a eines regulären 1 
Polyeders die Oberfläche desſelben zu berechnen. | Ä 


Auflöſung. Der Inhalt eines gleihfeitigen Dreiedes, deſſen Seite a 
iſt, iſt gleich eich 41/8 8 a®, der Inhalt eines regulären Funfeckes von der Seite 
a it 1/25 + 10 V 5 4 = 1,720477 a* (Blanimetr. VL, 15d). Cs it 
hiernach, wenn man die Oberflächen des Tetraeders, Hexaeders, Octaeders, 


Dodekaeders und Ikoſaeders mit O,, 055 O0 O,, und ER 1 e 


1) 0 73 4 1 ‚7320508 * BE 
2) 0, 6 a2 c 

3) O = 2/3 ua: = 3,464116 a? 

4) 0, = 3/25 + 10 V5 4 = 20,645729 4. 

5) 070 = 5 V3 a® = 8,660254 45. 


1. Zuſatz 0. 0, 0% =1:2:5. 


2. Zuſatz. Aufgabe. Die Seitenkante a eines regulären Körpers 3 
zu berechnen, wenn die Oberfläche desſelben gegeben iſt. f g 


Die Auflöſung leicht mit Hülfe der obigen Formeln. Iſt z. 2. die 
Oberfläche 0 des Dodekaeders gegeben, ſo findet ſich deſſen Seitenkante. 


0 


N -VaVo=3VeVo- nme 


25. Aufgabe. II. Aus der Kante a eines regulären bine den 
Inhalt desſelben zu berechnen. 


Auflöſung. Die Inhalte des aba 8 Heracdert, 
Octaeders, Dodekaeders und Ikoſaeders, deren Kante = a N. W 


8 PR Jar Je; 45 und "AR bezeichnet werden. 


ben 

BcD Si. 155 die Höhe DO und verbindet 
575 4, fo iſt: DO? = DA 40 = 

4 145 (Plan. VI., 10, Zuf.3) = 4 a®; 

ale; DO = Vn 
8 4 = 4 V3 as, mithin: 

J. = m 2 a = 0,1178511 45 

2 der Inhalt des Würfels J. = as. 

3) Denkt man ſich das reguläre Oktaeder 
(Fig. 128) aus den beiden congruenten vier⸗ 
ſeitigen Pyramiden EABCD und GABCD zu: 
ſammengeſetzt, 5 ergibt ſich, da E = 2 u, 


ey. Pay a® — 0,4714045 45 


4) Es fei 56 (Fig. 129) ein Dodekaeder. 
Zieht man die 12 Diagonalen AC, CK, KL, 
LA, AG, LM, KJ, CH, GM, MJ, JH und HG, 
jo bilden dieſe, wie leicht zu beweiſen iſt, die 
Kanten eines Würfels ACKLMGHJ. Das 
ganze Dodekaeder beſteht aus dieſem Würfel 
und den ſechs, ſeinen Seitenflächen 
aufſitzenden, abgeſtumpften, drei⸗ 
ſeitigen Prismen ACKLED, 
ACHGFB u. ſ. w. und iſt dem⸗ 
nach die Summe derſelben. Die 
Beſtimmung des Würfels iſt ein⸗ 
fach, da ſeine Seite die Diago⸗ 
nale d eines regelmäßigen Fünf⸗ 
eckes iſt, deſſen Seite = a. Nach 
Plan. VI., 15 iſt d=4(Y 5+1)a, 

alſo der Würfel: + | 


=(2+V5) a8. 


Durch die beiden gegenüber: 
liegenden und parallelen Kanten 
BF und RS des Dodekaeders ſei 
eine Ebene gelegt; dieſe wird 
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1) das Dodekaeder in einem Sechsecke BNRSTF durchſchneiden, wovon 5 5 
zwei gegenüber liegende Seiten gleich und parallel ſind, 2) wird ſie die 
Kante ED des Dodekaeders, die ihr gegenüberſtehende und die damit paral⸗ 
lelen Kanten 40, LK, GH und MJ des Würfels in N, T, P., O., Fu. EG 


halbiren und endlich wird ſie auf dieſen Kanten und den durch ſie gehenden 
Ebenen ſenkrecht ſtehen. Der ſenkrechte Querſchnitt, den dieſe Ebene in dem 


abgeſtumpften dreikantigen Prisma ACKLED macht, iſt ein gleichſchenkeliges 772 


Dreieck NPO, deſſen Grundlinie PO und Höhe NO iſt. Jene iſt der Seite 
CK des Würfels, d. i. der Diagonale d eines der Pentagone gleich, welche 
den Körper begrenzen. Um die Höhe NO zu beſtimmen, ziehe man BR und PV, 
welche ſich in U fchneiden. Es iſt BR || PQ, daher A NPO = PBU 
und alſo 
W: PB= PO: er 
Nach Plan. VI., 15 d wird aber die 5 BE des regelmäßigen 
Fünfeckes 480 DE in X, wo fie von der andern Diagonale 40 getroffen 
wird, ftetig getheilt und der größere Abſchnitt EX iſt = AE, daher auch 
NP: BP EA: AB = BE: EA. 
Aus dieſer und der obigen Proportion folgt, daß 
| PO: BU = BE: EX. | 
Da nun PO =; PO = BE, ſo iſt BU=4 EX. Aber BU = NO, 
wie aus der Congruenz der obengenannten dreiſeitigen abgeſtumpften Prismen 
folgt und EX = AE = a, daher 
NO = ya. 
Der Inhalt des Querſchnittes MO ift demnach = + ad und der Inhalt 
eines der ſechs abgeſtumpften dreiſeitigen Prismen (21, Zuf.): 
1 da. 1 (2 d ＋ a). 
Der Inhalt ſämmtlicher 6 Prismen iſt alſo: 
J dd (2 d ＋ a) = 1 1 4 (0/5 +1) 4 (5 ＋ ) 3 /) a: 


Setzt man hierzu den Inhalt des Würfels de, fo erhält man nach 8 


ausgeführter Reduction: 
J. = (5 ＋ 7 5) a = 7,6638119 45. 
5) Der Inhalt Jo des regulären Ikoſaeders ergibt ſich durch nachfol⸗ 
gende Betrachtung (Fig. 130): F 
Es ſei ABCDH ein Itoſaeder. Legt man durch BCDEF und LGKJ 


Ebenen und zieht man von der Spitze 4 nach der gegenüber ſtehenden H 2 
eine Gerade, welche jene Ebenen in M und N ſchneidet, fo zerfällt das ganze 1 


Ikoſaeder in zwei fünfſeitige reguläre Pyramiden von gleichen Höhen AM 


mit zwei parallelen fünſſeitigen 
Grundflächen, zehn dreifeitigen Sei 
tenflächen und mit der Höhe N. 
Es iſt nun die Seite des 
regulären Fünfeckes BCDEF als 
Kante des Ikoſaeders = a. Es 
heiße der Radius des um dieſes 
Fünfeck beſchriebenen Kreiſes u und 
endlich heiße die Seite des in den: 
ſelben Kreis eingeſchriebenen Zehn⸗ 
eckes 9, alsdann finden folgende 
Beziehungen Statt: N 

() a® = 9 + u? (Plan. VII., 105). 

— | Ei 
0 2 @ 1 | (Plan. VI. 11, Zus. und 15 d). 
Verbindet man B mit M, jo ift: 
BM = u, AN® = AB — B = a® u, mithin: 
nach (1) AM = g. 6 

Fällt man ferner von B auf die erweiterte Ebene LGKJ die Senkrechte 
BP und verbindet P mit 6 und K, fo find offenbar GP, PK die Seiten 
eines Zehneckes, welches mit dem Fünfecke LGKJ gleichen umgeſchriebenen 
Kreis hat, es iſt alſo PR = PG = d. Da nun 

BP? = BA PHe d. i. 4 4%, fo iſt: 
BP = u, alſo auch HN = u. 
Heißt F der Inhalt des Fünfeckes BD oder 6, 2 der Inhalt eines 


Zehneckes, welches mit dem Fünfecke gleichen umſchriebenen Kreis hat, ſo iſt: 


% Z = (V5 — 1) F chlan. VI., II, Zuſ.. 

6) F= 1/25 + 10/5 us. l 

Die Summe der beiden Pyramiden ABE und HGJ iſt gleich: 

6) 3 9% = (% — f N. 

Was nun den Inhalt des zwiſchen den parallelen Flächen BD und 64 
enthaltenen Obelisken betrifft, ſo läßt ſich derſelbe am einfachſten berechnen, 
wenn man aus den Ecken B, C, D, E und F auf die gegenüberſtehende Ebene 
GJ und aus den Ecken 6, K, J. .. auf die gegenüberſtehende Ebene BD 
Senkrechte fällt und die Endpunkte dieſer Senkrechten mit den benachbarten 
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Ecken der Fünfecke verbindet. Es entſteht hierdurch ein Prisma, deſſen 
105 Grundfläche ein reguläres Zehneck und zwar = Z, und deſſen Höhe BP = u, 
Ber deſſen Inhalt alfo: 8 
| 7) Zu = (V5 — .f 
iſt. Zieht man von demſelben 10 Pyramiden, wie BGPK u. ſ. w. ab, jo 
erhält man den verlangten Obelisken GJBD. Der Inhalt dieſer 10 Pyra⸗ 
miden findet ſich leicht, wenn man berückſichtigt, daß die Summe der fünf 
Dreiecke GPK u. ſ. w. gleich 2 — F = (5-2) F (4) iſt. Die 10 Pyra⸗ 
miden haben ſomit zuſammen den Inhalt: 2 
a 8) 3 (= ) F. u. 5 N 
Zieht man letzteren Ausdruck von dem Inhalte des 10ſeitigen Prima 
ab, ſo bleibt für den Inhalt des Obelisken: 8 
(9) 4(V5 +1) ur. 
Durch Addition von (6) und (9) endlich erhält man den Inhalt des Ikoſaeder s 
(10) Jg = zu VB. se 
Setzt man nun noch für u und F die in (3) und (5) angegebenen | 
Werthe, fo erhält man nach ausgeführter Reduction: 
1 = I 6 V5 = 6 4 ) a = 2481898 „% 
Zuſatz. Die Summe der beiden Pyramiden 40 und HGJ verhält a 
ſich alfo zum Obelisken GIFD wie / 5 — 1: /5 ＋ 1, d. i wie der 
kleinere Theil einer nach ſtetiger Proportion getheilten Linie zur ganzen Linie f 
(Planim. V., 68). 


26. Aufgabe. III. Aus der gegebenen Kante a eines regulären 
Polyeders ſoll berechnet werden: 1) der Abſtand des Centrums von den 
Ecken oder der Radins R einer durch alle Ecken gehenden Kugelfläche (der 
umgeſchriebenen Kugel), 2) der Abſtand des Centrums von den Seiten⸗ 
flächen des Körpers oder der Radius r der alle Seitenflächen berührenden 
(eingefchriebenen) Kugel und 3) der Abſtand des Centrums von der Mitte 
der Kanten oder der Radius o der Kugel, welche fünmtliche Kanten berührt. 


Auflöſung. Heißen P und p die Radien der Kreiſe, welche einer 8 
Seitenfläche des Polyeders umgeſchrieben oder eingeſchrieben find, jo finden 
zunächſt folgende, leicht einzuſehende, Beziehungen zwiſchen den fünf Radien 
N, r, e, P und p und der Seitenkante a Statt: 

R 3RrR=- Pr ri; dor =pt Hr”. me. 

Hieraus folgt: 


fe — g = f pt; P-@!=4a — 1. 


1 


er 


Ber 


er 


N En Reguläres ee ein ſolches ſei 
25 1 Zieht man von A und D nach den 


Mittelpuntlen n und e der gegenüberſtehenden Be 
Sgkenfucen die Linien An und De, ſo läßt u 
ſich leicht nachweiſen, daß dieſelben erſtens ſich 55 
in einem Punkte o treffen, und daß zweitens 5 
oe = e, oD I eb. Es iſt aber nach = 
obigen Bezeichnungen „D = R, oe = r, Be 


de = , em = p und nach Planim. VI., 10, verbunden mit II., 58: 
VH a, » = haz; ferner noch: 
eb: = 3 a® (25, J), alſo: 

T e=tV?a 

1. Zuſatz. R:r:e = 3:1: V3. 

2. Zuſatz. R = : 

2) Fur den Würfel iſt 
P = Va = 0,0107 a p = 
e = P Via = 0,707107 a, 1 = Ae R=4V3a 


0,8680254 a. | 5 

3) Im regulären Oktaeder iſt, wie beim Tetraeder P = d Y}, 2 2 

5 = /; ferner ergibt ſich daraus, daß die drei Diagonalen des 2 
Körpers ſich im Mittelpunkte desſelben rechtwinkelig durchkreuzen und jede Er 
alſo ein Durchmeſſer der umgeſchriebenen Kugel iſt, daß R V a = N 
. d. Ferner iſt, wie unmittelbar erhellt, o = 4, hieraus folgt 8 
= Ha = 040848 4. Br 


8909 8 R:r:e=2V3:2:Ye. 

4) Für das e iſt: 

P = VZ, „ Ji a Glan. VI., 15 d). x 

Nach Figur 129 des Dodekaeders S. 123 ift R als Radius der um den 5 
Würfel AKH beſchriebenen Kugel zu betrachten. Aus der Seite d dieſes = 
Würfels ergibt fih nach (2): 


R = V d, oder da d = 1 (/5 ＋ ) 4: | 5 
n V % „ l e S la 
= 1,401259 a. ’ 2 


Was e betrifft, jo ift in Rückſicht auf Figur 129: 8 5 
M= 26 = d 20 = d TA = 2 (5 4 0) 4 2) 
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Es iſt alſo: N u 10 
G = Ne eee, f 
Aus r*. = 0 — 15 erhält man: 1 
* = G5) 45, alſo: 
r + „ V5 a = 1,113516 a, | 
= Zu demjelben ee von r würde man durch die Formel * = R 
| * — Pa gelangt ſein. * 
| 5) Für das Ikoſaeder ift, wie für das Tetraeder: 2• 1 
8 2 Ta, B= VI a. | 
re Aus der Figur 130, Seite 125 für das Ikoſaeder ergibt ſich: we 
: 41 = 2K = 2AN + HN = 20 + w (. vorherg. Aufgabe 25, 5) g 
Es iſt aber J = 1 (/5 — Du a VI., 11, Zuſ. 1), folglich: 
R=} 
Setzt man endlich für u den Werth J ben be, 


ſo wird: 


En 7¹⁰ ＋ 2 75 a — 0,95106 a. 
Hieraus a ſich: 
„ / + 18 Vba= 1 8 7/5 + Ji) a = 07557018. 
u ſich am einfachſten durch die Betrachtung, daß, wenn man die 
eh zweier gegenüber ſtehenden parallelen Kanten DJ und FG der obigen 
Figur 130 mit einander durch eine Gerade verbindet, dieſe Verbindungslinie 
durch den Mittelpunkt des Ikoſaeders geht und ſowohl der 26 gleich wird, 
als der Diagonale FD des BT Fünfeckes BCDEF, deſſen Seite a iſt. 
Dieſe ift nach Plan. VI., 15 d = au + 1) a, daher: = 
e = + (VY5 +) «a = 0,80W17 a. | 
Dasſelbe Reſultat ehr o erhält man aus der Formel 0? = ge Hirn > 3 
Zuſatz. Der Radius A der umgeſchriebenen Kugel ift auf folgende 
Weiſe leicht zu conſtruiren. Man bilde ein reguläres Zehneck mit der gege⸗ 2 
benen Seite a. Die halbe Seite des Fünfeckes, welches mit dieſem Zehnecke 
1 gleichen umgeſchriebenen Kreis hat, iſt der verlangte Radius. Der Grund 
* dieſer Conſtruction iſt in Plan. VI., 11, Zuſ. 3 zu ſuchen. 


27. Aufgabe. IV. Aus der Oberfläche 0 eines regulären Boy 
eders und dem Radius r der eingeſchriebenen e e desſelben ’ 
zu finden, | 

Auflöſung. Denkt man ſich das reguläre Polyeder in Pyramiden 3 
zerlegt, welche die Seitenflächen zu Grundflächen, den Mittelpunkt des 9825 3 
eders zur Spitze haben, fo ergibt ih J= Ir 0. a 


1 
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gu 11 Mit Hülfe der in Aufg. I. gefundenen Werthe für die Ober⸗ 
flache der fünf regulären Körper und der in Aufg. III. gefundenen Werthe 
von r ergeben ſich auf eine andere Weiſe die Inhalte der fünf Körper und 
dieſelben Reſultate, welche man durch directe Behandlung der Aufgaben vom 
Inhalte in Aufg. III. erhalten hat. 

28. Aufgabe. y. Aus einem der drei in Aufg. III. mit N, r und 
e bezeichneten Halbmeſſer Inhalt und Oberfläche der fünf regulären Poly⸗ 
eder zu finden. 


Auflöſungen. 1) Tetraeder. Aus dem in Aufg. III. ermittelten 


Werthe von R = 4a /, r = ma, e = 4/2 folgt a = 
37/6 R = 2/6 = 2 0/2. Durch Subſtitution dieſer Werthe von a 
in die bei Aufg. I. und II. gefundenen Ausdrücke erhält man: 
0,=3 V3 R = 4,618802 R®, 
24 V3 5 = 41,569219 52, 
= 8 / e = 13,8564064 65. 
J. = N V3 R = 0,5132002 RS, 
= 8./3 r® = 13,8564064 5e, 
= 80° = 2308, 
2) el Aus den in Aufg. III. angegebenen Werthen von 
R, r und e ergibt ſich a= 3 RY3 = 2 r = 2; daher: 
a 
J. = 8 N = 1,5396007, 
8 75 hr 
= 2 V2 = 2,8284271 05. 
3) Octaeder. Aus den Werthen für N, r und o in Aufg. III. folgt 
a=RY2 = rY6 = 20; daher: 
O = 4 /s R = 6,9282032 Ke, 
12 V3 r? = 10,3923048 57, 
= 8/3 e = 13,8564064 03. 
J = Ne, 
= 4 s (6,9282032 r®, 
u 72 6 23, 7712362 08. 
4) Dodekaeder. Aus den Werthen N = 1 (5 + /a, r = 
1 6 155 . 3 ＋ 5) folgt durch Umkehrung 
4 (Vi. - V5 = Vo — 22 /5 68 — //). 
Wenn man dieſe letzteren Ausdrücke in die von 2 und J jubjtituirt, fo 
erhält man: 
Heis u. Eſchweiler. II. 9 


l 


I 


2 Yıo 6 — V 5) R® = 10,51464 R®, 5 | 
30 va: 2 58/5 rt = 16800015 „ 
6 Vio @5 — 11 V 5) e = 12,04869 o*. R 
ı (5/3 + Vib) fe = 2,7851638 K, 

10 Yızo — 58 = r: = 5,55028 r?, 

26 5 — 5) es = 3,416408 0°. 


5) Itoſaeder. Aus den in Aufg. III. gefundenen Werhen von 


R, r und o folgt durch Umkehrung : . 
e 


= R 2 Vr 6 vs _ vn - 4 aber: 
0% / — 4 V5 R 1,1051462 f i 
6 73 — 715) 7 = 13331691 7% 
(75 — 1) e® = 1, 236068 6. 
% = / 2 (6 + 7/5) R = 2536151 RP, 
10 , / 3 VI) r? = 5,054056 5, 
% — 9 e - 4,2028 %% 


1. Zuſatz. Sind ein und derſelben Kugel mit dem Radius A die 
5 regulären Körper eingeſchrieben, ſo iſt: 


6) 945 1 d e „ W 750 1 


2. Zuſatz. Sind ein und derſelben Kugel von dem Radius r a 
5 regulären Polyeder umgeſchrieben, ſo iſt: 


1) „ „ 08 0 * Ju: ds 5 
1 CW 
8) J. : J. = % 4 1. 

4) 4 50 0 i Be ER Beh 


Jia > J 


ER 18 iR ar 4. RS | 
f 13 „ 1 „„ 


don e, ee 159. 1. 
: 125 Au 115 * 720 = 1 23 15 : 
20. Müfgele I. Aus Der Oberftäge jedes der fünf regulären 
bob te Sue zu funden. 


N . Hr 
a ee VE 5 — 90080414 G. 
ee 


„ v3 0, = 0,0731152 6 
0 1 ıı Va (65 + 29 V5) 8 9,0816883 0 25 
a 1000 47 +21 V5) 0,, = 0,085605 07 - 


VI. Capitel. 
Vom Inhalte der runden Körper. 


Erſter Abſchnitt. 
Eylinder und Kegel. 


1. Sat, Jeder Cylinder iſt an Rauminhalt einem Prisma gleich, 
welches mit ihm gleich große Grundfläche und gleiche Höhe hat; der Inhalt 
iſt daher das Product aus en und Höhe. 


Beweis. Sieht man, wie es erlaubt iſt, die nie des Cylin⸗ 
ders, ſie ſei welche ſie wolle, als ein Polygon von unzählig vielen und 
unendlich kleinen Seiten an, ſo muß man folgerichtig den Cylinder ſelbſt als 

9 * 


1155 
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ein Prisma betrachten, deſſen Grundfläche jenes Polygon und deſſen Höhe 
die des Cylinders iſt. Nun ſind aber alle Prismen von gleich großer 
Grundfläche und gleicher Höhe auch an Rauminhalt gleich; daher iſt auch 
der Cylinder jedem Prisma gleich, welches mit ihm gleich große Grundfläche 
und dieſelbe Höhe hat. Der arithmetiſche Ausdruck des Rauminhaltes eines 
ſolchen Prisma's, d. i. das Product aus Grundfläche und Höhe, iſt daher 
auch der Ausdruck für den Inhalt des Cylinders ). 


Zuſatz 1. Zwei Cylinder von gleicher Grundfläche verhalten ſich wie 
ihre Höhen; die von gleicher Höhe wie ihre Grundflächen und alſo auch, 
wenn dieſe Kreiſe ſind, wie die Quadrate der Halb: oder Durchmeſſer derſel⸗ 
ben; ſie ſind an Inhalt gleich, wenn die Grundflächen (oder, wenn dieſe 
Kreiſe ſind, die genannten Quadrate) ſich umgekehrt verhalten, wie die Höhen. 
Cylinder überhaupt ſtehen im zuſammengeſetzten Verhältniſſe ihrer Grund⸗ 
flächen und Höhen. 

Zuſatz 2. Aehnliche Kreiscylinder, d. i. ſolche, deren Achſen ſich wie 
die Halbmeſſer der Grundflächen verhalten und gleiche Neigung gegen ihre 
Grundflächen haben, verhalten ſich dem Inhalte nach wie die Würfel der 
Achſen oder Durchmeſſer der Grundflächen. 8 


Zuſatz 3. Iſter der Radius der Grundfläche eines Kreiscylinders, „ 
deſſen Höhe, ſo iſt der cubiſche Inhalt desſelben J= xrel; hieraus 


5 J 
folgt, wenn J gegeben if, 1 = 1 und I 


2. Satz. Jeder Kegel iſt an Rauminhalt der dritte Theil eines 
Cylinders, der mit ihm gleiche Grundfläche und Höhe hat; der Inhalt des 
Kegels beträgt daher ein Drittel des Produets aus Grundfläche und Höhe. 


Beweis. So wie der Cylinder als ein Prisma angeſehen werden 
kann, deſſen Grundfläche ein Vieleck von unzählig vielen, unendlich kleinen, 
Seiten iſt, eben ſo kann jeder Kegel als eine Pyramide gelten, deren Grund⸗ 
fläche die eben genannte Beſchaffenheit hat. Das im vorhergehenden Capitel 
Nr. 13 vom Inhalte der Pyramide Bewieſene führt gleich auf die Theſe des 
obigen Satzes. 


auf ab 1. Alles in Zuſ. 1 und 2 der vorhergehenden Nummer vom 
Verhältniſſe der Cylinder Geſagte gilt auch vom Verhältniſſe der Kegel. 


) Anm. S. den ftrengeren Beweis im Anhange VII. 


1 


Erſter Abfehnitt. Cylinder und Kegel. 18. 133 5 


Zuſatz 2. Iſt er der Radius der Grundfläche eines Kreiskegels, h 
feine Höhe, jo iſt der Inhalt des Kegels J= 3 , alſo auch, wenn 
J gegeben iſt, 1 = ut =: = Fig. 132, Fig. 133. 

Zuſatz 3. Der durch Umdrehung A 
eines beliebigen Dreiedes um eine feiner 
Seiten (AB) als Achſe beichriebene 
Körper (Doppelkegel Fig. 133, Hohl⸗ 0 
kegel Fig. 134) iſt = + des Products i 2 
aus der Achſe und der gemeinſchaftlichen 
Grundfläche beider Kegel, deren Summe 
oder Differenz der Körper iſt; dieſer iſt daher auch einem Kegel auf derſelben 
Baſis gleich, deſſen Höhe der Achſe des Doppel- oder Hohlkegels gleich kommt. 


3: Satz. Ein abgeſtumpfter Kegel (IV. 22, c) iſt der Summe dreier 
ganzen Kegel gleich, welche mit ihm dieſelbe Höhe haben und deren Grund— 
flächen einzeln den Grundflächen des abgeſtumpften Kegels und einer mitt⸗ 
leren Proportionale zu beiden gleich ſind. 


I. Zunächſt und unmittelbar kann dieſer Satz aus dem faſt ganz 
gleichlautenden und in Nr. 20 des vorigen Capitels bewieſenen Satze von 
der abgeſtumpften Pyramide abgeleitet werden. Betrachtet man nämlich eine 
der beiden Grundflächen des abgeſtumpften Kegels als ein Polygon von 
unzählig vielen, unendlich kleinen, Seiten, ſo muß man die andere als ein 
ähnliches Polygon betrachten; die beiden Kegel, deren Differenz der abgeſtumpfte 
Kegel iſt, werden bei dieſer Anſicht ähnliche Pyramiden, der abgeſtumpfte 
Kegel ſelbſt wird eine abgeſtumpfte Pyramide. Wendet man auf dieſe den 
in V., 20 bewieſenen Satz an, ſo ergibt ſich alsbald die obige Ausſage. 


II. Unabhängig von der Pyramide iſt für den Fig. 134. 
Kreiskegel der Beweis in folgender Weiſe zu führen: 
der Radius der größeren Grundfläche des abgeſtumpf⸗ 
ten Kegels ſei = R, der Radius der kleineren = r, 
feine Höhe = h, die Höhe des kleineren Kegels, der 
den abgeſtumpften zum vollſtändigen Kegel ergänzt, 
fei &, die Höhe des ganzen Kegels alſo 1 ＋ z. 
Da h ＋ : Y = R: u, ſo iſt: 


a rh 
DEP ee e f 
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3 
der ganze Kegel = z nR? Ki 7 ge nh » 3 der weng ani, ; 


N 


entſpricht. 5 
Zu bemerken bleibt, daß, wenn man den abgeſtumpften Kegel als einen 


Obelisken betrachtet, deſſen Grundflächen Polygone von unendlich kleinen 8 
Seiten find, die Anwendung von Satz V., 23 über den Inhalt eines ſolchen 55 
Körpers zunächſt auf folgenden Ausdruck für den Inhalt des abgekürzten 


Kegels führt: 2 ae 40 
FTF 


deſſen Uebereinſtimmung im Werth mit dem obigen leicht nachzuweiſen iſt. 


III. Für den abgeſtumpften Kegel überhaupt, die Grundflächen jein 
Kreiſe oder andere krummlinig begrenzte, jedoch ähnliche, Figuren, läßt ſich 2 


folgender allgemeine, auf jede Art von Kegel paſſende, Beweis geben. 


Die größere Grundfläche des abgeſtumpften Kegels fei A, die kleinere , 


feine Höhe A, die Höhe des ganzen Kegels, wie bei II. h + 2; der Raum: 1 
inhalt dieſes letzteren Kegels iſt dann = 3 A ( + z); der des kleineren 


von ihm abgeſchntenen — } Bar; mithin der Inhalt des Kegelſumpfs -— 


keit der Grundflächen A und 5 (J., 80) ft aber A:B=(h+ 2’: 1 


daher, wenn € die mittlere Proportionale zu A und B bezeichnet, 4 en 5 
C:B=h+x:z*). Daraus folgt A+ C: C+ B = „ er. 


und hieraus A— B: C B= h 1 folglich iſt (4 — B) * 


(B ＋ O) h. Der obige Ausdruck für den Inhalt des Körpers wird bier: 


durch 3 ÿ (A ＋ B ＋ O = Ah ＋ 4 Bh-+ 4 Ch, welcher dem Satze 


entſpricht. N 5 i re A; 


Anmerkung. Ueber den Inhalt en Br des mn 5 


** 


Cylinders und . ſ. den Anhang VIII. 


*) Man ie Planimetrie (5. Aufl.) V., 81, auf. 8 . 
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Zweiter Abſchnitt. 
Kugel und Ring. 


4. Hülfsſ atz. Der durch Umdrehung eines beliebigen Dreieckes um 

eine in ſeiner Ebene liegende und durch ſeine Spitze gehende Achſe 

beſchriebene Körper iſt einem Kegel gleich, deſſen Grundfläche dem von der 

| Grundlinie des Dreieckes beſchriebenen Mantel und deſſen Höhe der Höhe 
des Dreieckes gleich iſt. 


Beweis. ABC (j. Figuren 135, 136 und 137) ſei ein Dreieck, als 
deſſen Spitze A und als deſſen Grundlinie BC gelte; die Höhe ſei AD. 
Dreht ſich dieſes Dreieck um eine in ſeiner Ebene durch 4 gezogene gerade 
Linie XZ als Achſe, jo wird der vom Dreiecke beſchriebene Körper einem 
Kegel gleich fein, deſſen Grundfläche jo groß wie der von BC beſchriebene 
Mantel und deſſen Höhe 40 iſt. Zum Beweiſe unterſcheide man drei Fälle: 

1. Fall: wenn die Achſe 42 mit einer Seite des 
Dreieckes etwa mit AB zuſammenfällt (Fig. 135). Der 
vom Dreiecke beſchriebene Körper iſt dann ein Doppel⸗ 
oder Hohlkegel, deſſen Inhalt nach S. 2, Zuſ. 3 = 
4 z- CN. AB, wo CM ein von C auf AB oder XZ 
gefälltes Loth bezeichnet. Das Product AB- CN iſt 
aber = CB. AD, daher jener Inhalt auch = 
zn. CN. CB. AD. Aber 1. CM. CB iſt nach 

IV., 39, Zuſ. 5 der Inhalt des von BC beſchriebenen 
| Kegelmantels, daher iſt * CN. CB. AD der 
Rauminhalt eines Kegels, deſſen Grundfläche dieſem 
Mantel gleich und deſſen Höhe 40 iſt. 

2. Fall: wenn die Achſe außerhalb des Dreieckes 
liegt, ohne jedoch einer Seite desſelben parallel zu ſein 
(Fig. 136). Verlängert man nun die Grundlinie CB des 
Dreieckes 40 bis zur Begegnung mit der Achſe 
ZX in O, fo beſchreiben die Dreiecke 400 und ABO 
bei der Umdrehung um XZ zwei Doppelkegel, deren 
Differenz der vom Dreiecke ABC beſchriebene Körper 
iſt. Wendet man auf dieſe Doppelkegel das im erſten 
Falle Bewieſene an, ſo ergibt ſich ſogleich, daß der 
vom Dreiecke ABC beſchriebene Körper einem Kegel 


Fig. 135. 
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gleich iſt, deſſen Baſis jo groß wie der von BC beſchriebene Mantel und 
deſſen Höhe = AD iſt. 
3. Fall. Iſt die Achſe XZ der Grundlinie BC 

Fig. 137. des Dreieckes parallel (Fig. 137), jo ſeien von B und Cauf 
XZ die Lothe BM und CM gefällt. Der vom Dreiecke 
ABC beſchriebene Körper iſt nun der Ueberſchuß des 
vom Rechtecke BC beſchriebenen Cylinders über 
die Summe der von BAM und CA beſchriebenen 
Kegel (oder eines der beiden letzten Körper über die 
Summe der beiden anderen). Berechnet man hiernach den 
Inhalt des von ABC beſchriebenen Körpers, fo findet er 
ſich 3 1. AD. BC. Es iſt aber 27- AD- BC der 
von BC beſchriebene Mantel, daher entſpricht auch hier 
der gefundene Rauminhalt der Ausſage des Satzes. 

Zuſatz. Iſt das Dreieck gleichſchenkelig, nämlich AB = 4, jo folgt 
aus der Verbindung dieſes Satzes mit dem in IV., 43 aufgeſtellten, daß 
alsdann der vom Dreiecke beſchriebene Körper auch z 4D. MN, d. h. 
zwei Drittel eines Cylinders betrage, deſſen Grundfläche 40 zum Radius 
hat und deſſen Höhe = MN. 


5. Satz. Der durch Umdrehung eines regulären Halbpolygous 
(IV. 44, Anm.) um feinen Grenzdurchmeſſer als Achſe beſchriebene Körper 
iſt 1) an Inhalt einem Kegel gleich, deſſen Grundfläche der Oberfläche 
und deſſen Höhe der Apotheme des Polygons gleich kommt, 2) derſelbe 
Körper beträgt auch zwei Drittel eines Cylinders, deſſen Grundfläche ein 
mit der Apotheme beſchriebener Kreis und deſſen Höhe der Achſe gleich iſt. 


Beweis. Das Halbpolygon ſei ABCD...G, 
der dasſelbe begrenzende Durchmeſſer 46, ſeine 
Mitte 0. Verbindet man 0 mit den Ecken B, C, 
D, . . . jo zerfällt das Polygon in die gleichſchenkeligen 
und congruenten Dreiecke 04 B, OBC, . .., welche, 
wenn man die Seiten des Polygons als ihre Grund⸗ 
linien betrachtet, alle einerlei Höhe haben; dieſe 
gemeinſchaftliche Höhe iſt die Apotheme OK des 
Polygons. Der ganze von dem Polygone beſchriebene 
Körper iſt die Summe der einzelnen, von den 
genannten Dreiecken bei der Umdrehung um AG 
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a beſchriebenen Körper. Wendet man auf dieſe den vorhergehenden Satz an 
und ſummirt die Inhalte aller Körper, ſo ergibt ſich ſofort der erſte Theil 
des Satzes. 8 

Was den zweiten Theil betrifft, ſo iſt derſelbe eine unmittelbare Folge 
des erſten in Verbindung mit IV., 44. 

Zuſatz 1. Der Satz gilt offenbar auch noch von jedem durch irgend 
ein, ſelbſt irreguläres, Halbpolygon beſchriebenen Körper, wofern die Seiten 
dieſes Polygons alle gleichen Abſtand von einem Punkte 0 der Achſe haben, 
oder einen Kreis berühren, deſſen Mitte O iſt. 

Zuſatz 2. Läßt man, ſtatt des Halbpolygons, 
nur einen Ausſchnitt desſelben oder überhaupt einen 
aus mehreren gleichſchenkeligen congruenten Drei: 
ecken beſtehenden Polygonſector 48000 ſich um 
den begrenzenden Halbmeſſer 40 als Achſe um⸗ 
drehen, ſo ergibt ſich ganz durch dieſelben Schlüſſe, 
wie die oben im Beweiſe angedeuteten, daß der 
beſchriebene Körper 

«) einem Kegel gleich iſt, deſſen Grundfläche der von der Polygonlinie 

” ABCD beſchriebenen Fläche und deſſen Höhe der Apotheme OK gleich 
kommt; daß derſelbe Körper auch 

6) zwei Drittel eines Cylinders beträgt, deſſen Grundfläche die Apotheme 

OK zum Radius hat, und deſſen Höhe der Projection AN der Poly⸗ 
gonlinie 4800 auf der Achſe gleich iſt. 

6. Satz. Die Kugel iſt an Rauminhalt einem Kegel gleich, deſſen 
Baſis ihrer Oberfläche und deſſen Höhe ihrem Radius gleich kommt; auch 
beträgt die Kugel zwei Drittel eines ihr umgeſchriebenen Cylinders. 

Beweis. Die Kugel iſt ein Körper, der durch vollſtändige Umdrehung 
eines Halbkreiſes um ſeinen begrenzenden Durchmeſſer beſchrieben wird. 
Sieht man nun, wie in den früheren Sätzen, den Kreis als ein Polygon 
von unzählig vielen, unendlich kleinen, Seiten an, ſo muß man auch die 
Kugel als einen Körper betrachten, der durch Umdrehung eines regulären 
Halbpolygons von ſolchen Seiten um den Grenzdurchmeſſer als Achſe beſchrie⸗ 
ben wird, und kann auf ſie unmittelbar dasjenige anwenden, was in S. 5 
vom Rauminhalte eines ſolchen Körpers bewieſen worden iſt. Aus dieſer 
Anwendung folgt ſogleich der erſte Theil des Satzes, wenn man berückſichtigt, 
daß beim Uebergange vom Polygone zum Kreiſe die Apotheme des erſteren 
zum Radius des letzteren wird. 


Fig. 139. 
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Derſelbe erſte Theil des Satzes ergibt ſich auch noch durch ſoldende 
Betrachtung, welche eigentlich den kürzeſten Weg darbietet, zu ihm zu gelan⸗ 


gen. Man ſehe die Oberfläche der Kugel als eine Zuſammenſetzung unzäh⸗ A 


lig vieler, unendlich kleiner, Ebenen an, die Kugel felbft alſo als ein Poly⸗ 
eder, welches von dieſen Ebenen begrenzt wird. Jede dieſer kleinen Ebenen 
kann als Grundfläche einer Pyramide oder eines Kegels angeſehen werden, 
welche ihre Spitze im Centrum der Kugel haben. Dieſe Pyramiden oder 
Kegel haben alle dieſelbe Höhe, den Radius der Kugel nämlich; ihre Summe, 
d. i. die Kugel ſelbſt, iſt alſo einem Kegel von derſelben Höhe gleich, deſſen 

Baſis der Summe aller Grundflächen jener Pyramiden oder Kegel, d. i. der 
ganzen Kugel-Oberfläche gleich iſt. 

Was den zweiten Theil des Satzes anbelangt, welcher die Kugel mit 
dem umgeſchriebenen Cylinder vergleicht, jo ergibt ſich derſelbe ohne Mühe, 
ſowohl aus dem erſten Theile, als aus dem vorigen Satze. Hinſichtlich der 
Umſchreibung der Kugel durch einen Cylinder verweiſen wir auf IV., 18. 

Zuſatz 1. Iſter der Radius einer Kugel, fo iſt (IV., 45) die Ober⸗ 
fläche derfelben 4%, mithin der Rauminhalt = z urs. Mittels des 
Durchmeſſers d = 2 ausgedrückt, iſt derſelbe Inhalt = z nds. 


Zuſatz 2. Zwei Kugeln verhalten ſich ihrem Rauminhalte nach wie 


die Cuben ihrer Radien. 

Zuſatz 3. Vergleicht man Zuſatz 3 in IV., 45 mit dem zweiten Theile 
dieſes Satzes, ſo ergibt ſich, daß eine Kugel und ein ihr umgeſchriebener 
Cylinder ſich ihrem Raumin halte nach eben fo zu einander verhalten, wie 
ihrer Oberfläche nach. Setzt man in den Cylinder noch einen Kegel von 
derſelben Grundfläche und Höhe, ſo verhalten ſich die drei Körper, Kegel, 
Kugel und Cylinder, wie 12:3. (Archimediſcher Satz.) 


7. Satz. Der durch Umwälzung eines Kreisſectors (480) um einen 
ſeiner Grenzhalbmeſſer (3. B. 40) (Fig. 140) beſchriebene Körper (Kugelſector, 
ſphäriſcher Kegel) iſt 


Fig. 140. 6) einem Kegel gleich, deſſen Baſis der Kugelkappe 
. gleichkommt, welche den Sector begrenzt und 
Höhe der Radius iſt. f 
) Derjelbe beträgt zwei Drittel eines Cylinders, 
deſſen Baſis einem größten Kreiſe der Kugel 
und deſſen Höhe der Höhe AN der ea: 
We Kugelkappe gleich iſt. 
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Die zum Beweiſe des vorigen Satzes gebrauchten Schlüſſe gelten auch 
. FOR wenn man ihnen den 2. Zuſatz in Satz 5 zu Grunde legt. Man hat 
nur den Kreisſector als einen Polpgonſector zu betrachten und auf den von 
* n Körner den genannten Zuſatz anzuwenden. 
8 8 kai 

Zuf ag 1. af r der Radius der Kugel, AN = „ (Fig. 140) die Höhe 

der den „ e nal fo ift dieſer Sector = 3 ar®h. 


auf atz 2. Zieht man (Fig. 140) an A eine Tangente AE = der Sehne AB 
und verbindet E mit C, fo ift der vom rechtwinkeligen Dreiecke AEC bei der 
Umdrehung um 40 beſchriebene Kegel io groß wie der vom Kreisſector ABC 
e Kugelſector. 


Zuſatz 3. Dreht ſich der Kreisſector ABC (Fig. Fig. 141. 
141) um einen außer ihm liegenden Radius CO des 
Kreiſes, zu welchem er gehört, ſo iſt der von ihm 
beſchriebene Körper die Differenz der von 500 
und 400 bei derſelben Umdrehung beſchriebenen 
Kugelſectoren und daher 1) einem Kegel gleich, 
deſſen Höhe 00 und deſſen Baſis der vom Bogen 
AB beſchriebenen Zone gleich kommt, 2 iſt derſelbe 
Körper auch zwei Drittel eines Cylinders, deſſen Baſis ein größter Kreis der 
Kugel und deſſen Höhe der Projection MN des Bogens AB auf der Achſe 
gleich iſt. 


8. Erklärungen. Jeder der beiden Theile, in welche eine Kugel 
durch eine Ebene geſchnitten wird, iſt ein Kugelabſchnitt oder ein Kugel- 
ſegment, und von dieſen beiden Segmenten läßt das eine ſich immer als 
die Ergänzung des andern anſehen, zur ganzen Kugel nämlich. Geht die 
Ebene durch den Mittelpunkt, ſo ſind beide Segmente Halbkugeln. In jedem 
anderen Falle ſind ſie ungleich. Beide Segmente haben eine gemeinſchaftliche 
Baſis, den Kreis nämlich, der beide trennt, und jedes von ihnen wird durch 
dieſe Baſis und eine Kugelkappe begrenzt. Zieht man einen auf dieſer Baſis 
ſenkrechten Durchmeſſer der Kugel ler geht durch deren Mitte), ſo ſind die zwiſchen 
ſeinen Endpunkten und der Mitte der Baſis liegenden Theile dieſes Durchmeſſers 
die Höhen der Segmente, jeder desjenigen, worin er liegt. Dieſelbe Höhe 
kommt (IV., 46) den Kugelkappen zu, welche die Segmente begrenzen. 
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9. Satz. Jedes Kugelſegment iſt einem Kegel auf derſelben Baſis 
gleich, deſſen Höhe die Höhe des Segmentes um die vierte Proportionale 
zur Höhe des ergänzenden Segmentes, der eigenen Höhe und dem Radius 
der Kugel übertrifft. (Fig. 142.) ; 

Fig. 142. Beweis. Eine Kugel, deren Mittel: 

X punkt © ift, werde von der Ebene AB in 

zwei Segmente getheilt. Zieht man den 
auf AB ſenkrechten Durchmeſſer EJ, welcher 
AB in D trifft, ſo iſt ED die Höhe des 
Segmentes AEB, JD die des ergänzenden 
Segmentes AJB. Ueber dem Kreiſe AB, 
der gemeinſchaftlichen Grundfläche beider 
Segmente, ſtehe ein dem Segmente AEB 
an Inhalt gleicher Kegel AX B. Damit 
dieſe Gleichheit Statt finde, muß der Dop⸗ 
pelkegel CAXB dem Kugelſector CAEB 
gleich ſein. Betrachtet man nun die dieſen beiden Körpern nach 2, Zuſ. 3 
und 7, Zuſ. 2 gleichen Kegel und berückſichtigt, daß bei gleichen Kegeln die 
Höhen ſich umgekehrt wie die Quadrate der Radien ihrer Grundflächen ver⸗ 
halten muͤſſen, jo gelangt man alsbald zur Proportion AE?: AD®= CA: CE. 
Aber AE?: AD: EJ:DJ, alſo muß EJ:DJ = CA: CE fein, woraus 
weiter folgt, daß DPI: PE = CE: EA, d. h. EX, der Ueberſchuß der Höhe 
des Kegels AXB über die des ihm gleichen Segmentes AEB, iſt die vierte 
Proportionale zur Höhe DJ des ergänzenden Segmentes AJB, der Höhe DE 
des Segmentes AEB ſelbſt und dem Radius der Kugel CE, w. z. b. w. ). 

Die Conſtruction des Kegels AXB iſt leicht und durch die Figur hin⸗ 
reichend angedeutet; darin iſt CG || JA, GO AE, EX = EO. 


Zuſatz. Der einer Halbkugel gleiche Kegel hat den doppelten Radius 
zur Höhe. 


10. Aufgabe. Eine Formel für den Inhalt eines Kegelſegments auf⸗ 
zuſtellen, wenn gegeben iſt entweder 1) deſſen Höhe A, oder 2) der Abſtand a 
feiner Grundfläche vom Centrum der Kugel, deren Radius = r fei. 


* Anm. Wir haben obige Schlußfolge gewählt, um das Beiſpiel eines 
analytiſchen Beweiſes zu geben, der zugleich als Löſung der Aufgabe gelten 
kann: Die Höhe des dem Segmente gleichen Kegels zu finden. 
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Auflöſung zu 1. Iſt die Höhe eines Segmentes = , fo ift die des 
ergänzenden = 2 — h; daher eine vierte Proportionale zu beiden und 
dem Kugelradius = er hieraus folgt nach (9), daß die Höhe eines dem 

D l Gr 5 
. 
Grundfläche dieſes Kegels findet ſich = ah (?r — ); daher iſt der Kegel 


und alſo auch das Kugelſegment, deſſen Höhe / = zu (37 — h). 


Dieſen Ausdruck findet man auch direct, 
d. i. unabhängig von (9), auf folgende Weiſe: 
Iſt das Segment, wie AEB, kleiner als die 
Halbkugel und ſeine Höhe ED = , fo iſt 
dasſelbe der Unterſchied zwiſchen dem Kugel⸗ 
ſector AEBC = 3 ure und dem Kegel 405 
inf Ar- h) (r — h), daher das Segment 
AEB = Anh Br? — er — W(r — h] = 
4 ah? (dr — ). Iſt dagegen das Segment, 
wie AFB, größer als die Halbkugel und feine 
Höhe FD = „, jo iſt dasſelbe die Summe aus 
dem Kugelſector AFBC = zar und demſelben Kegel 408 = 
zu (2 — ) (k— r); daher das Segment AFB = za [22 + (Ar — N) 
(* — r)] ul (31 — ki), wie vorher. 


erſteren Segmente gleichen Kegels = h+ 


Fig. 143. 


Auflöſung zu 2. Iſt ſtatt der Höhe des Segmentes der Abſtand 
CD = a feiner Grundfläche AB vom Mittelpunkte C der Kugel gegeben, fo 
itED=h=r-a FD=k=r-+oa Setzt man dieſe Werthe 
in die vorhergehenden Ausdrücke beider Segmente ein, jo erhält man: 


7 
das kleinere Segment AEB = zu (2 — 3ar? + 40, 
das größere 1 AFB = zu (2r® + 3ar? — 49). 


11. Aufgabe. Den Inhalt des zwiſchen zwei Parallelkreiſen begrif⸗ 
fenen Kugelraums zu finden, wenn die Halbmeſſer dieſer Kreiſe und ihr 
Abſtand gegeben ſind. 


Auflöſ un g. A0 und BG (Fig. 144) ſeien zwei Parallelkreiſe auf der Kugel, 
welche nebſt der zwiſchen ihnen liegenden Zone (IV., 46) einen Kugelraum 
ABCD begrenzen. EF ſei ein auf jenen Kreiſen ſenkrechter Durchmeſſer; 
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er geht durch die Mittelpunkt M und N 
derſelben. Gegeben ſind der Aufgabe 
gemäß: die Halbmeſſer der Parallelkreiſe 
AM = M =a und BN = NNO = b, 
der Abſtand ihrer Ebenen HN = h. Um 
aus dieſen Stücken den Inhalt des Kugel⸗ 
raumes ABGD zu finden, betrachte man 
dieſen als den Unterſchied der beiden Kugel⸗ 
ſegmente AEB und BEG. Bezeichnet man 
die Höhe EM der erſten derſelben mit x, 
die der andern EN mit , jo iſt das 
Segment AED = zn (dr — x), das Segment BEG = AN (r 0, 
außerdem y — * = b. Durch Subtraction dieſer Ausdrücke von einander, 
erhält man: Raum ABGD = zu [Br (% — ) — 90% — , oder, da 
y— 4 = h, derſelbe Raum = zun 3e (y ＋ ) — + % ＋ 9). 
Aber a2 = 4 (21 — c, 5 2 9 r — 9), daher * + DB? — 
Hz ＋ /) — ( ＋ %, folglich ( + y)= 242 + 52) + 20 + ). 
Subſtituirt man dieſen letzteren Werth, jo kommt: Raum ABGD = 
ah[y(a® + 59) + Ka? + y?) — Ka? tay e e w (+ 65 
+ 1 (at 2 r ＋ pP) = ah I (a? + 0%) + 402]. Die geometriſche 
Deutung dieſes Ausdruckes iſt: Der zwiſchen zwei Parallelkreiſen und einer 
Kugelzone enthaltene Körper iſt der halben Summe zweier Cylinder gleich, 
deren Grundflächen jene Kreiſe ſind und deren Höhe ihrem Abſtande gleich 
kommt, nebſt einer Kugel, deren Durchmeſſer dieſer Abſtand iſt. 


Fig. 144. 


Zuſatz. Iſt a = o, fo geht der Körper in ein Kugelſegment über, 
deſſen Inhalt = 4 ah (352 + 6°) iſt. 


12. Aufgabe. Ein Kreisſegment drehe ſich um einen außer ihm 

liegenden Halb» oder Durchmeſſer des Kreiſes, wozu dasſelbe gehört; den 

Fig. 145. Rauminhalt des von ihm beſchriebenen ringförmigen 
Körpers zu finden. (Fig. 145.) ö 


um den Halbmeſſer CD feines Kreiſes. Da das⸗ 
ſelbe den Ueberſchuß des Kreisſectors 4880 über 
das gleichſchenkelige Dreieck ABC bildet, fo iſt auch 
der vom Segmente ASB bei der Umdrehung um 
CD beſchriebene Körper der Unterſchied der vom 


Auflöſung. Das Segment 485 drehe ſich 
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& genannten Kreisſector und vom Dreiecke ABC beſchriebenen. Der erſte dieſer 
beiden iſt nach S. 7, Zuſ. 3 = zn. CA®- MN, der zweite nach S. 4, Zuſatz 


ER = zin CMH. MN, wo CK den Abſtand der Sehne AB vom Mittelpunkte 


bezeichnet. Der Unterſchied beider, d. i. der vom Segmente ASB beſchriebene 
Ring, it alſo zu (CA - CK®) UN = -. AA. MY = in: A2. MN, 
d. h. der Ring beträgt zwei Drittel eines Cylinders, deſſen Grundfläche die 
Sehne AB (Breite des Ringes) zum Durchmeſſer hat und deſſen Höhe der 
Höhe MN des Ringes gleich iſt. 
Zauſatz. Iſt 45 Cb, fo iſt HN = AB, der Ring alfo = zu. 455, 
d. i. einer Kugel gleich, deren Durchmeſſer AB iſt. a 


Bemerkung. Man ſuche dieſelben Reſultate durch Abzug des abgekürzten 
Kegels AB MM von dem Kugelraume ASBNM (11) zu gewinnen. 


13. Aufgabe. Ein Trapez, von welchem eine Seite auf zweien 
anderen ſenkrecht ſteht, drehe ſich um eine jener Seite parallele Achſe; den 
Inhalt des von ihm beſchriebenen ringförmigen Körpers zu finden. 


Fig. 146. Auflöſung. Das Trapez ſei ABCD, 


darin AD BC, D aber ſenkrecht gegen 40 
und BC. Die der CD parallele Achſe ſei XZ 
und dieſe werde von den Verlängerungen der 


5 0 2 N Parallelſeiten AD und BC in Mund N getroffen. 


M Zur Abkürzung ſei die Seite AD=a, BC b, 
N die Höhe DC = MN = bh, der Abſtand der 
N Seite CD von der Achſe oder DM = CN r; 

der Inhalt des Trapezes fi k = 2 (a ＋ 5 . 

Bei der Umdrehung um die Achſe XZ beſchreibt das Trapez AM einen 
abgekürzten Kegel, deſſen Inhalt, wenn DC zwiſchen dem Trapez 480 D und 
der Achſe liegt, nach (3) = zan ((a r)? + (re ＋ (a ＋ )) (b-+ n)], 
wenn aber Trapez 4800 und Achſe auf einerlei Seite von CD liegen, 
= Inh [(r — e +(r ) ＋ („ ) (r —b). Das Rechteck DCN 
beſchreibt jedenfalls einen Cylinder = schr?, Daher iſt der vom Trapeze 
ABCD beſchriebene Ring im erſtgenannten Falle = zun [a + 7) + 
(br (ar) )- 375 gu Ir (a ＋ Y) + a? + ö + ab] 
—= art + zu (a? + 6 + ab); im zweiten Falle iſt der Ring = 
zu (Ir? — (r— )? — ( — )? — (r 5 a) (r- b)] = za [Br (a + b) 
— a — b? — ab] = 2nrt — zahn (a? + * + ab). In dieſen beiden 
Ausdrücken bezeichnet 2urt den Inhalt eines Prisma, deſſen Grundfläche das 
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Trapez ABCD oder t ift und deſſen Höhe der mit dem Abſtande » als 
Radius beſchriebenen Kreisperipherie gleich kommt; das zweite Glied 
znhlas + b? ab) bezeichnet denjenigen abgeſtumpften Kegel, welchen das 
Trapez ABCD beſchreiben würde, wenn dasſelbe ſich um CD als Achſe 
drehte. Der von 4500 beſchriebene Ring iſt alſo in dem einen der zwei 
betrachteten Falle die Summe, in dem andern die Differenz dieſer beiden Körper. 


Zuſatz. Das Reſultat der Auflöſung bleibt richtig, auch wenn eine der 
Parallelſeiten des Trapezes = 0 wird oder das Trapez in ein Dreieck übergeht. 


14. Satz. Der durch Umdrehung eines regulären Polygons von 
gerader Seitenzahl 450. H. . . B’A um eine dem Durchmeſſer AH des⸗ 
ſelben parallele Achſe XZ beſchriebene Ringkörper iſt jo groß als ein über 
dem Polygon errichtetes Prisma, deſſen Höhe der vom Ceutrum 0 des⸗ 
ſelben um die Achſe beſchriebenen Kreisperipherie gleich iſt. Dabei über⸗ 
trifft der äußere vom Halbpolygon ABC . . HA beſchriebene Theil des 
Ringes den inneren vom Halbpolygon AB’C‘.. HA beſchriebenen um das 
Doppelte des bei der Umdrehung des Halbpolygons um AH als Achſe 
erzeugten Körpers. 

Der Beweis dieſes Satzes er- 
fordert nur eine Anwendung des 
vorhergehenden auf die verſchiedenen 
Trapeze, in welche das Polygon 
durch die parallelen Diagonalen BB’, 
CC‘, DD“. ., und den darauf ſenk⸗ 
rechten Durchmeſſer AH getheilt wird. 
Bezeichnet man den von einem ſolchen 
Trapeze, wie von BCNM, bei der 
Umdrehung um XZ als Achſe be 
ſchriebenen ringförmigen Körper durch 
R (BCN, den von demſelben Trapeze durch feine Umdrehung um MN 
oder AH beſchriebenen abgeſtumpften Kegel durch K (BCN), ferner die 
vom Mittelpunkte 0 des Polygones bei der Umdrehung um A! beſchriebene 
Kreisperipherie, deren Radius OR iſt, mit p, jo hat man nach der Auflöſung 
in voriger Nummer: 

R (ABM) =p-ABM ＋ K (ABM) 
R (BMNC) = p- BMNC + K (BMNC) 
R (CNPD) = p- CNPD + K (CNPD) u. ſ. w. 


Fig. 147, 


I 
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PR t Wieser Gleichungen ergibt, daß der vom Halbpolygone 
AC.. H um XZ als Achſe beſchriebene ringförmige Körper gleich iſt einem 
Prisma über dieſem Halbpolygone von der Höhe p nebſt demjenigen Körper, 
welchen das Halbpolygon beſchreiben würde, wenn es ſich um den Durch— 
meſſer AH drehte. Ganz auf gleiche Weiſe wird gezeigt, daß der vom Halb⸗ 
polygone AB’C'.. H um A als Achſe beſchriebene ringförmige Körper gleich 
iſt einem Prisma über dieſem nämlichen Halbpolygone von der Höhe 5, 
vermindert um den von dem Halbpolygone bei feiner Umdrehung um AH 
beſchriebenen Körper. Hieraus folgen unmittelbar beide Theile des Satzes. 
Zuſatz. Iſt die Seitenzahl des Polygons — u, eine dieſer Seiten 
= a, feine Apotheme = e, der Radius des ihm umgeſchriebenen Kreiſes 
x, alſo r? = e + 19, der Abſtand des Mittelpunktes von der Achſe 
= d, jo ift der vom Polpgon beſchriebene Ringkörper = nzade, der Ueber— 
ſchuß des äußeren Theiles über den inneren = 31. — Man wende dieſe 
Formeln auf die Fälle an, wo n = 4, 6, 8, 10, 


15. Satz. Der von einem Kreiſe bei der Umdrehung um eine in 
ſeiner Ebene, aber ganz außer ihm liegende, Achſe beſchriebene Ring iſt 
an Inhalt einem Cylinder gleich, deſſen Grundfläche der Kreis iſt und 
deſſen Höhe der vom Mittelpunkte beſchriebenen Peripherie gleich kommt. 
Dabei übertrifft der äußere Theil des Ringes den inneren (beide ſind durch 
denjenigen Cylindermantel getrennt, welchen der der Achſe parallele Durch⸗ 
meſſer des Kreiſes beſchreibt) um das Doppelte einer Kugel, welche denjel- 
ben Radins wie der Kreis hat. 


Dieſer Satz folgt ſogleich aus dem vorhergehenden, wenn man den 
beſchreibenden Kreis als ein reguläres Polygon von unzählig vielen, unend⸗ 
lich kleinen, Seiten anſieht. Bezeichnet alſo » den Radius des Kreiſes, d 
den Abſtand ſeines Mittelpunktes von der Achſe, ſo iſt der vom Kreiſe um 
dieſe Achſe beſchriebene Ring = 2ad- 1e, der von d unabhängige Ueber⸗ 
ſchuß des äußeren Theiles A über den innern 5 gar, mithin 4 = 
rend + 30), B nrnd — 35). Iſt d x, ſo wird A=ar(n +14), 
B= ue (u — 3); der Ring A+B = 2. 
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Zweiter Theil 


als Anhang zu den Elementen der Stereometrie. 


Anhang J. 


Aufangsgründe der Projectionslehre (der beſchreibenden Geometrie). 
Die Projectiouen der regulären Polyeder. 


1. Vorbegriffe. Denkt man fi im Raume zwei feſte, auf ein 
ander ſenkrecht ſtehende, Ebenen, ſo iſt die Lage eines Punktes im Raume 
beſtimmt, wenn deſſen Projectionen in den beiden Ebenen beſtimmt ſind. 
Wir nennen die feſten Ebenen Projectionsebenen, und zwar die eine die 
erſte Projectionsebene oder auch die Horizontalebene (P,), die andere 
die zweite Projectionsebene oder auch die Verticalebene (P,). Der 
Durchſchnitt beider Ebenen wird Projectionsachſe genannt. Zuweilen iſt 
es von Vortheil, noch eine dritte Projectionsebene (P,) einzuführen, 
welche alsdann auf einer der erſten Projectionsebenen ſenkrecht ſteht. 

Ein Punkt à im Raume iſt gegeben durch feine beiden Projectionen. 
Man bezeichnet die erſte oder Horizontalprojection mit a‘, die zweite oder 
Verticalprojection mit a“. : 

Eine gerade oder krumme im Raume gelegene Linie ift im Allgemei- 
nen gegeben durch die Projectionen (I., 24) auf den beiden feſten Projections⸗ 
ebenen. Iſt die krumme Linie eine Linie einfacher Krümmung, ſo iſt dieſelbe 
nur in dem Falle nicht beſtimmt, wenn ihre Ebene auf der Projectionsachſe, 
alſo auch auf beiden Projectionsebenen, ſenkrecht ſteht; dasſelbe gilt von einer 
geraden Linie, die auf der Projectionsachſe ſenkrecht ſteht. 

Eine gerade Linie iſt auch der Lage nach beſtimmt, wenn die beiden 
Durchſchnittspunkte derſelben mit den feſten Projectionsebenen bekannt 
find, Die Durchſchnittspunkte führen den Namen Spuren oder Riſſe. 
Eine Ebene iſt der Lage nach gegeben, wenn ihre Durchſchnitte mit den 
Projectionsebenen gegeben ſind, den Fall ausgenommen, wo die Ebene durch 
die Projectionsachſe geht. In dieſem Falle bedarf es noch einer dritten 
Projectionsebene. Die Durchſchnitte der Ebene mit den Projectionsebenen 
jühren gleichfalls den Namen Spuren oder Riſſe (traces). 


Projectionen auf “ars And def en Blatte, alſo an ein 1 derſelben Ebene, 


N denkt n man ſich die Werticnlebene um einen rechten Winkel fo um die Projections⸗ 
5 achſe gedreht, daß ſie mit der Horizontalebene in eine Ebene zuſammenfällt. 


5 Dieſe 1 nennt man das Umklappen. Derjenige Theil der Geometrie, 
in welchem alle im Raume gedachten Conſtructionen mit Hülfe der Projectionen 
und Riſſe i in einer einzigen Ebene ausgeführt werden, heißt beſchreibende 
Geometrie (G&ometrie descriptive). Die nachfolgenden Elementarſätze der 
Projectionen ‚begiehen ſich auf die durch Umklappen zuſammengeſtellten Projec⸗ 


tionsebenen. 


2; Sa tz. Die Verbindungslinie a“ der beiden Projectionen eines 
Punktes ſteht auf der Projectionsachſe ſenkrecht. (Fig. 148.) 


N 


Beweis. Der Beweis ergibt ſich leicht aus der Betrachtung der Fig. 149, 
wo # einen Punkt im Raume, a’ und 4“ deſſen Projectionen bedeuten. Die durch 
a“ gelegte Ebene aa”aoa’ ſteht auf der Projectionsachſe ſenkrecht u. ſ. w. 


Welche Lage werden die 
Punkte a’ und a” nach der 
Umklappung haben, wenn der 
Punkt a im Raume unterhalb 
der Horizontalebene liegt, oder 
an der linken Seite der Verti⸗ 
calebene (Fig. 149) liegt? welche, 
wenn der Punkt in einer der 
Projectionsebenen ſelbſt liegt? 


3. Aufgabe. Gegeben 


ſeien zwei Punkte a und b 
durch die Projectionen %“ 


und 5% )“ (Fig. 150 und 151), 


Fig. 150. 


die Entfernung der im Raume liegenden 


Punkte durch eine ebene Conſtruction zu finden, 


10* 


ae 
2 
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1. Auflöſung. (Fig. 150.) Man ziehe %“, bb, a’b! und 4%“, 
errichte auf a’b‘ in a“ die Senkrechte 4 = ao, und in ““ die Senkrechte 
5% — bibo, und verbinde a mit ö, wodurch man die verlangte Entfernung 
ab erhalten wird. 

2. Auflöſung. Man ziehe (Fig. 151) durch a“ mit der Prosectlons⸗ 
achſe MN die Parallele a“e, mache ed = b, und verbinde d mit 5“; die 
Linie db“ wird alsdann die verlangte Entfernung fein. 


Fig. 151. Fig. 152. 


5 

. 
7 
* 


e 


4. Aufgabe. Gegeben eine gerade Linie durch ihre Projectionen, 
die Durchſchnittspunkte der Linie mit den Projectionsebenen — die Spuren 
— zu conſtruiren, ſo wie die Länge der begrenzten Linie anzugeben. 


Auflöſung. A/B’ und 4/3“ (Fig. 152) ſeien die beiden Projectionen 
der Linie. Die Horizontalſpur der Linie hat zur Verticalprojection einen 
Punkt, der auf MN liegt und da dieſelbe auch auf AB“ liegen muß, jo 
liegt fie im Durchſchnitte do der AB” mit MN. Dem Punkte ao entſpricht 
aber der Punkt a, auf A/B‘, wenn man ava‘ J. MN zieht, der alſo die ver- 
langte Horizontalſpur iſt. Errichtet man ferner im Punkte do auf MN 
die bob“ ſenkrecht, jo iſt 5“ die verlangte Verticalſpur der durch ihre 
Projectionen AB’ und AB“ gegebenen geraden Linie. Macht man 
doe = dob“ und zieht a’c, jo iſt ae die verlangte Länge der begrenzten 
geraden Linie. Ss 
1. Zuſatz. (40) = (a/ao)? + (b’bo)? + (aabo)*. | 
2. Zuſatz. Die Spuren einer Geraden find gegeben, die Projechonen 
der Geraden durch eine ebene Conſtruction zu finden, f 
3. Zuſatz. Die Winkel zu conſtruiren, welche die gegeben 2 8 mit 
den beiden Projectionsebenen macht. 1 
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4. guſatz. Den Winkel zu conſtruiren, welchen die gegebene Linie mit 
der Projectionsachſe macht. 
Man conſtruire ein rechtwinkeliges Dreieck, deſſen Hypotenuſe die Länge 
der begrenzten Geraden (abe Fig. 152) und deſſen eine Kathete die Linie 
b, iſt. Der Winkel, den die Hypotenuſe mit dieſer Kathete macht, iſt der 
verlangte Winkel. 
Der Beweis wird dem Leſer überlaſſen. 


5. Aufgabe. Die Eigenſchaften der Projectiouen a) zweier Paral⸗ 
lellinien, b) zweier ſich im Raume durchſchneidenden Linien, c) zweier 
windſchiefen Linien zu unterſuchen. 

Auflöſung. Bei a) kommt I., 43 in Anwendung, bei bp) Satz 3 dieſes 
Anhanges I. — Können wohl zwei gerade Linien im Raume in der einen 
Projectionsebene Parallellinien, in der andern convergirende Linien zur Pro: 
jection geben? 

Zuſatz. Gegeben die Projectionen einer geraden Linie und eines 
Punktes. Durch den gegebenen Punkt eine Linie parallel mit der gegebenen 
Linie zu ziehen. a 


6. Aufgabe. Den Winkel zu conſtruiren, welchen zwei gegebene 
ſich durchſchneidende gerade Linien I und Il im Raume mit einander bilden, 


Auflöſung. a’, a“ ſeien die Projectionen des Durchſchnittspunktes a 
der beiden Linien I und II im Raume. Man wähle auf den Projectionen 
von I zwei beliebige entſprechende Punkte 5“ und 5 als Projectionen eines 
beliebigen auf I gelegenen Punktes 5; eben fo wähle man auf den Projec⸗ 
tionen der Linie II beliebige entſprechende Punkte e“ und c“ als Projectionen 
eines beliebigen Punktes o der Linie II. Conſtruirt man nun nach 3 die 
Entfernungen ab, ac und be der im Raume liegenden Punkte a, b und e 
und bildet mit dieſen Linien ein Dreieck abe, fo iſt der Winkel a der ver: 
langte Winkel. 

Zuſatz. Den Winkel zu conſtruiren, den zwei windſchiefe Linien mit 
einander machen. 


7. Satz. Die beiden Riſſe BA und 40 einer Ebene (Fig. 153) treffen 
entweder mit der Projectionsachſe M in einem Punkte zuſammen, oder 
ſie ſind beide mit der Projectionsachſe parallel. 


Der Beweis folgt unmittelbar aus I., 6. 


. 


Fig. 153. Zuſatz. Steht eine Ebene 
ſenkrecht auf der Horizontal⸗ f 
Tr ebene, fo ſteht ihr Vertical: 
5 liß, und ſteht die Ebene ſenk⸗ 5 
rn recht auf der Verticalebene, jo ; 
ſteht ihr Horizontalriß jente 
recht auf der Projectionsachſe. 
Be Steht eine Ebene ſenkrecht auf 
der Achſe, fo ftehen auch beide 
Riſſe ſenkrecht auf der Achſe. Liegt eine Ebene parallel mit der Horizontalebene oder 5 
mit der Verticalebene, ſo hat ſie nur einen Riß, und dieſer iſt der Achſe parallel. 


her 


8. Aufgabe. Die Eigenſchaften einer geraden Linie, welche in einer 
Ebene liegen ſoll, zu beſtimmen. f 
Fig. 154. Aufl. Es ſeien 
N AB, und 47/85“, (Fig. 
154) die Projectionen 
der gegebenen Linie, 
DE und EF die Riſſe 
einer Ebene. Conftruirt 
man nach 4 die Durch h 
N ſchnittspunkte a“ und?“ 
der gegebenen Linie 
mit den beiden Pro- 
| jectionsebenen, ſo müſ⸗ 
Er D fen dieſe Punkte au 
a | B den e ED und 8 
8 der gegebenen Ebene liegen. Base, 


Der Beweis leicht 


Zuſatz. Bekannt ſeien der Verticalriß einer Ebene und die A 2 
einer in der Ebene liegenden Geraden, den Sende der Ebene au en 
1 3 
9. Aufgabe. Die Durchſchnittslinie zweier aegebenen cine, dung 
ebene Conſtruction zu finden. 


Auflöſung. ABC und DEF (Fig. 155) ſeien die e Nie der beiden 
gegebenen Ebenen. Der Durchſchnittspunkt a“ der Riſſe DE und AB iſt 


Diurechſchnittslinie, fo 
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offenbar die Horizon: Fig. 155. 


dalſpur der verlangten 


wie der Durchſchnitts⸗ 
punkt 5° der Riſſe BC 
und EF die Vertical: 
ſpur derſelben. Mit 
Hülfe von 4, Zuſ. 2 
erhält man leicht die 
Projectionen 4% und 
b“a, der verlangten 
Durchſchnittslinie. 


Zu ag. Den Durchſchnittspunkt dreier gegebenen Ebenen zu finden. 


10. Aufgabe. Die Eigenſchaften eines Punktes zu finden, der in 
einer gegebenen Ebene enthalten iſt. 


Auflöſung. AP und BC Fig. 156. 
(Fig. 156) ſeien die Riſſe einer 
Ebene, a’ und a“ die Projectionen 
eines Punktes a im Raume. Denkt 
man ſich durch dieſen Punkt a eine 
Linie parallel mit dem Horizontalriſſe 
AB gelegt, fo wird dieſe Linie ganz in 
der Ebene enthalten ſein, alſo den 
Verticalriß BC in einem beſtimmten 
Punkte treffen. Die Horizontal⸗ 
projection der durch a mit AB 
parallel gelegten Linie erhält man, 
wenn man durch 4“ mit AB die Parallele 4˙ zieht, die Verticalprojection 
derſelben Linie aber, wenn man durch a“ mit MN die Parallele 4“ zieht. 
Durchſchneidet die erſtere Projection die MN in d, die zweite den Riß BC 
in e, fo muß, wie leicht einzuſehen, d Projection des Punktes e ſein; die 
Verbindungslinie de der Punkte d und e muß alſo auf MN ſenkrecht ſtehen. 


Oder: Denkt man ſich (Fig. 157) durch einen Punkt 4 des Vertical⸗ 
riſſes und den gegebenen Punkt a im Raume eine Gerade gelegt, ſo wird 


dieſelbe ganz in der Ebene 
enthalten ſein und ſomit 
den Horizontalriß in 
einem Punkte e ſchnei⸗ 
den. Aus dieſer Betrach⸗ 
tung ergibt ſich die Eigen⸗ 
ſchaft der nebenſtehenden 
Figur, wo BA und BC 
die Riſſe der gegebenen 
Ebene, a“ und a“ die 
Projectionen des Punktes 
bedeuten. 


11. Aufgabe. Die Eigenſchaften zweier Parallelebenen zu finden, 


12. Aufgabe. Durch einen gegebenen Punkt mit einer gegebenen 
Ebene eine Parallelebene zu legen. 


Die Auflöfung ſtützt ſich auf 10 und II. 


13. Aufgabe. Durch zwei gegebene ſich durchſchneidende gerade 
Linien eine Ebene zu legen. 


Man beſtimme zuerſt nach 4 die Durchſchnitte der Geraden mit den 
Projectionsebenen, hieraus ergeben ſich die Riſſe der verlangten Ebene. 


Zuſaßtz. Durch drei gegebene Punkte eine Ebene zu legen. 


14. Aufgabe. Gegeben die Projectionen einer geraden Linie und 
die Riſſe einer Ebene, die Projectionen des Durchſchnittspunktes der Linie 
und der Ebene zu finden. 


Es heiße die gegebene Linie im Raume pg, ihr Durchſchnitt mit der 
gegebenen Ebene 4. Um die Horizontalprojection a’ und die Verticalprojec⸗ 
tion a“ zu finden, denke man ſich die Linie ph auf die Horizontalebene 
projicirt; die projicirende Ebene wird die gegebene Ebene in einer Gera⸗ 
den ſchneiden, welche mit der gegebenen Geraden pg gleiche Horizontalpro⸗ 
jection p’g‘ hat und deren Verticalprojection ſich leicht aus Figur 157 in 10 
ergibt, iſt jene be, fo iſt dieſe de. Aus dem Durchſchnitte der letzteren Linie 
mit der gegebenen Verticalprojection ergibt ſich “ und hieraus a‘. 
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15. Satz. Steht eine gerade Linie auf einer Ebene ſenkrecht, ſo ſtehen 


a ae Projectionen auf den entſprechenden Riſſen dieſer Ebene ſenkrecht. 


* 


Mitt Hülfe von J., 50 läßt ſich nachweiſen, daß die von der gegebenen 
Linie auf die Fer idbebene ſenkrecht gefällte Ebene (die projicirende Ebene) 


auf dem Horizontalriſſe ſenkrecht ſteht. Es ſteht ſomit die Horizontalprojection 


der Geraden auf dem Horizontalriſſe, ſo wie die Verticalprojection auf dem 
Verticalriſſe ſenkrecht. 


Zuſatz. Von einem Punkte außerhalb einer Ebene eine Senkrechte auf 


ö dieſelbe zu fällen und die Länge der Senkrechten zu beſtimmen. 


16. Auf g a be. Durch einen gegebenen Punkt eine Ebene zu legen, 
welche auf einer gegebenen geraden Linie ſeukrecht ſteht. 


Leicht mit Hülfe des Vorhergehenden. 


17. Aufgabe. Von einem gegebenen Punkte auf eine gegebene 
gerade Linie eine ſenkrechte Linie zu füllen. 


Auflöſung. Man lege durch den gegebenen Punkt eine Ebene ſenk⸗ 
recht auf die gegebene Linie (16), beſtimme den Durchſchnitt dieſer ſenkrechten 
Ebene mit der gegebenen Geraden (14) und verbinde den Durchſchnitt mit 
dem gegebenen Punkte. 


Die vorſtehenden Elementar⸗Aufgaben mögen einen Begriff von der 
beſchreibenden Geometrie geben. Das Ausführliche ſehe man in den Werken 
von Monge, dem Begründer dieſes Theils der Geometrie, und Anderer nach. 


Einiges über die Projection der regulären Polyeder, nebſt 
Beſtimmung der Neigungswinkel ihrer Grenzflächen. 


18. Die Projection der fünf regulären Polyeder hängt, wie natürlich, 
bei jedem einzelnen derſelben von deſſen beſonderer Bildungsweiſe und Be: 
ſchaffenheit ab. Für das Tetraeder, Hexaeder und Octaeder iſt dieſe Bil: 
dungsweiſe nach dem, was darüber in III., 41 —43 angegeben worden, ſo 
einfach, daß auch die Projection dieſer Körper, ſelbſt wenn die Lage derſelben 
gegen. die Projectionsebene ganz im Allgemeinen gelaſſen wird, keinerlei 


re; ii 
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Schwierigkeiten unterliegt, da ſie nur eine Anwendung des Vorhergehenden * 


erfordert. Was die Neigung ihrer Grenzflächen) betrifft, jo iſt dieſelbe 
1. beim Hexaeder oder Cubus = R oder 90°; 
2. beim Tetraeder iſt fie dem Winkel an der Spitze eines gleichſchen⸗ 
keligen Dreieckes gleich, deſſen Grundlinie ſich zu einer der beiden übrigen 
Fig. 158. Seeiten wie die Seite eines gleichſeitigen 
Dreieckes zu deſſen Höhe, alſo wie 
2 1 3, verhält. Denn iſt 4800 ein 
reguläres Tetraeder, E die Mitte einer Kante 
BC, fo find, wenn man E mit A und D ver⸗ 
bindet, EA und ED auf BC ſenkrecht; AED 
it daher der Neigungswinkel der Grenz: 
flächen ABC und DBC, AED das in Rede 
ſtehende gleichſchenkelige Dreieck. — Fällt 
man in dieſem Dreiecke AO L ED, fo iſt 
(Plan. II., 53) EO ED, alſo auch EO = EA. Der Neigungswinkel AED 
iſt daher auch ſo beſchaffen, daß die Projection eines ſeiner Schenkel auf den 
anderen 4 des erſteren beträgt. Den trigonometriſchen Tafeln zufolge iſt 
ein ſolcher Winkel = 70° 31’ 43, 6, nahe 704 Grade. 
3. Nach dem Neigungswinkel des Tetraeders iſt es leicht, den des 


Octaeders zu beſtimmen; dieſer iſt nämlich das Supplement des erſteren, 


Fig. 159. oder beide ergänzen ſich zu 2. Zum Be⸗ 

A weiſe ergänze man (Fig. 159) eine Grenzfläche 
BCF des regulären Octaeders ABCDEF 
zu einem Rhombus BFCK und verbinde 


KABC ein reguläres Tetraeder iſt. Da 
BCK und BCF eine Ebene bilden, fo 
ergänzen die Flächenwinkel, welche ABC 
mit ABC und FBC bilden, einander zu 2A. 
Der Neigungswinkel beim Octaeder iſt daher 
= 180° — 70 31/43“, 6 = 109 28“/16% 4. 


4. Projection des Dodekaeders. I. Wenn zwei Grenzflächen des. 


ſelben einer der Projectionsebenen, etwa der horizontalen, parallel ſind. 


) Man vergleiche über die Neigungen der Grenzflächen der Polyeder: Lehrbuch 
der Geometrie. Dritter Theil. XII., 20. £ 


. 


K mit A. Leicht iſt dann zu zeigen, daß 


B 


Ak, ADFO und 
5 ABD Gig. 160) ſeien 
drei zur Körperecke eines 
Diodekaeders vereinigte re: 
guläre Pentagone, alſo 

jeder der Winkel 840, 


N 
* 
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CAD und 54D = R. 
Um eines der zwei erſten 
Pentagone, etwa 4 BEC, 
auf die Ebene des dritten 
ABG zu projiciren, kommt 
es nur darauf an, die 
Projectionen zweier Ecken 
desſelben, wie C und E und die Höhen dieſer Punkte über der Ebene 486 
zu beſtimmen. 

Was zunächſt die Projection von C angeht, fo fälle man, um fie zu 
erhalten, von B und D auf die Verlängerungen von DA und BA die Per⸗ 
pendikel BJ und DH; der Punkt X, in welchem dieſe verlängert zuſammen⸗ 
treffen, wird die Projection von C fein. Denn da X DAH CAH = 
4 R, ſo iſt A DAH = CAH; eben fo iſt A BAJ CA, darum CH 


I AH und CI 1 4. Hieraus folgt aber, daß die Ebenen CHK und 


CIK beide auf der Ebene des Pentagons ABG ſenkrecht ſtehen; mithin iſt 
auch ihr Durchſchnitt CK auf dieſer Ebene ſenkrecht, oder K tft die Projection 
von C, AK die von 40. Da X JAK = HAK, fo geht die Verlängerung 
von AK durch die Mitte 0 des Pentagons 486. Die Länge von AK iſt 
leicht zu beſtimmen. Da nämlich X DAH == N, ſo ft X ADH R. 
Hieraus folgt aber, daß wenn P den Punkt begeihnet in welchem DH ven 


Umfang des dem Fünfeck ABG umgeſchriebenen Kreiſes trifft, die Sehnen DP 


und PA Seiten eines demſelben Kreiſe eingeſchriebenen regulären Zehneckes 
find; es folgt ferner, daß X PAH == HAK=}R, mithin A PAH=E KAH, 
AK = AP, d. h. die Projection AK der Kante AC iſt der Seite AP des 
dem Pentagon ABG umgeſchriebenen regulären Zehneckes gleich. Aus dieſer 
Beſtimmung von AK ergibt ſich weiter die der Höhe CK. Da nämlich 
CA? = AK? + CK?, nach Plan. VII., 105 auch Ab? = AP? + 04° 
und CA= AB, AK= AP, fo ift auch CK = 0A, die Höhe von C alfo dem 
Radius des dem Pentagon umgeſchriebenen Kreiſes gleich. 

Um die Projection von E zu erhalten, ſeien GD und AB bis zu 


nen U Pl PER 2 TE, PER 1 „ 


n 


NN 
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ihrem Durchſchnittspunkte J verlängert und J fei mit „ verbunden, ferner . 


aus dem Centrum 0 des Pentagons 456 auf AB die Senkrechte 0 
gefällt; dann wird der Punkt R, in welchem OM und LK verlängert ſich 
ſchneiden, die Projection von E fein. Denn, da EC verlängert auch durch 
L gehen muß, fo iſt ERL ein Dreieck, deſſen Ebene CK enthält und das 
alfo auf der Ebene 486 ſenkrecht ſteht; auf derſelben Ebene ABG ſteht aber 
auch die Ebene EM oder EMR ſenkrecht; mithin iſt auch der Durchſchnitt 
beider ER auf 436 ſenkrecht oder N iſt die Projection von E, MR die von 
ME. — Um die Länge der NR oder die von OR zu beſtimmen, bezeichne 
O den Punkt, worin OR den Umfang des Kreiſes 46 trifft; OA iſt Seite 
eines dieſem Kreiſe eingeſchriebenen Zehneckes, X 040 = # ; es iſt aber 
auch X ORK = % R, denn da PH = H, fo it auch OM = MR, 
A LOM Q LRM, X ORK= ROL #R; daraus folgt, daß QA|| RK, 
folglich OR = OK. Die Projectionen von C und E haben alſo gleichen 
Abſtand vom Centrum 0. — 
Die Höhe ER anlangend, jo 
iſt ER; UH NIL NL 
OH: PH, aber PK iſt = OP, 
indem X POH = PRO = 
2 R, und OP= CK, daher 
ft ER = OR, d. h. die 


Abſtande der Projectionen R 
und K von O gleich. 
Da K die Projection von 


das Viereck AKRM die Pro: 
jection des halben Penta⸗ 
gons ACEM. i 

Auf dieſe Vorherbeſtim⸗ 
mungen gründet ſich nun die in 
nebenſtehender Figur 161 voll⸗ 
ſtändig ausgeführte Conſtruc⸗ 
tion ſowohl der verticalen als 
horizontalen Entwerfung des regulären Dodekaeders, zu deren Erklärung 
Folgendes genügen wird: 

In ihr iſt 480 DE die Horizontalprojection der untern, RSTUV die 


Höhe des Punktes E iſt dem 


1 F 


c, k die von E iſt, fo iſt 
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der obern Grenz: (nunmehr Grund-) Fläche des Körpers; beide find reguläre 
Pentagone, deren Seiten die gegebene Kantenlänge des Dodekaeders haben. 
An ABCDE ſchließen ſich die Projectionen ABHGF, BCKIH 2c. der an die 
untere Grundfläche ſtoßenden Seitenflächen; an RSTUV die Projectionen 
' RSGFQ, STIHG zc, der an dieſe und die obere Grundfläche ſtoßenden 
Seitenflächen. Die Linien FG, GH, HJ x. bilden ein reguläres Zehneck 
und die Radien OF, OG, ... desſelben (0 iſt das gemeinſchaftliche Centrum 
der Fünfecke ABCDE und RSTUV) werden durch RS, AB, ... halbirt. 
A, SG, BH, ... ſind den Seiten des regulären Zehneckes 4887. . N 
gleich, welches entſteht, wenn man die Punkte A, S, B, J, . .. nach ihrer 
Aufeinanderfolge verbindet. In der Verticalprojection, deren Correſpondenz 
mit der Horizontalprojection ſogleich aus der Bezeichnungsweiſe der in bei⸗ 
den enthaltenen Projectionspunkte und den punktirten Linien hervorgeht, 


f 5 Anfangsgründe der Projectionslehre u. ſ. 2 18. 


ind a, ö, c, d, e die Verticalprojectionen der 5 Ecken der unteren Grund: 


fläche; die Höhe der Punkte / „, U, m und p über der Geraden abe iſt = OA, 
die Höhe der Punkte 9, / Z, n und q über derſelben ab iſt = OF, alſo der 
Unterſchied beider Höhen = AF = der Seite des Zehneckes ASB..R; die 
Höhe der Punkte », s, , u, v über abe, alſo die Verticalhöhe des ganzen 
Körpers (Abſtand je zweier parallelen Grenzflächen) it 04 ＋ OF= UF 
oder AL. hi 

Noch bleibt der Neigungswinkel bei dem in Rede ſtehenden Körper zu 
beſtimmen. Derſelbe ergibt ſich ſofort aus dem, was an Fig. 160 bewieſen 
worden iſt. Dort iſt & EMR oder CHK das Supplement des Neigungs— 
winkels zweier der drei zu einer Körperecke 4800 vereinigten regulären 
Pentagone. Da CM = OP= P = 2KH, ſo gehört das Supplement 
des Neigungswinkels beim Dodekaeder einem rechtwinkeligen Dreiecke an, 
5 deſſen dem Supplemente gegenüberliegende Kathete doppelt ſo groß wie die 
anliegende iſt. Den trigonometriſchen Tafeln zufolge iſt ein ſolcher Winkel 
= 63» 26° 5", 8; der Neigungswinkel demnach = 116° 33° 54% 2. 

II. Wenn zwei Paare gegenüber liegender Kanten einer der beiden 
Projectionsebenen, etwa der horizontalen, parallel ſind: 

In dieſem Falle bildet, wie Fig. 162 zeigt, die Horizontalprojection 
des Körpers ein aus vier Fünfecken 480 DE, ABFGH, BCLM und AEKJH 
beſtehendes Sechseck DLMGJK, welches man ſich doppelt, einmal als Pro: 
jection des oberen, das andere Mal als Projection des unteren Theils der 
Körper⸗Oberfläche denken muß. Das Quadrat ECFH in dieſem Sechsecke 
iſt die Projection des in V., 25, 4 (Fig. 129) erwähnten Würfels, deſſen 
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Ecken in acht Ecken des Dodekaeders 
liegen; die vier Seiten KD, DL, 
MG und GJ find die Projectionen 
der vertical ſtehenden Grenzflächen 
des Körpers. Bezeichnet a die Kan⸗ 
tenlänge des letzteren, d die Diago⸗ 
nale eines regulären Pentagons, 
deſſen Seite = a (a alſo = dem 
größern Abſchnitte der nach ſtetiger 
Proportion getheilten q), fo iſt in 
dem genannten Sechsecke AB= a, 
die Seite des Quadrates ECFH 
= d, der Abſtand der Parallelen 
JK, ML ſowohl als der Punkte D, 
G, in welchem HA und FB, AE 
und CB zuſammenlaufen, von den 
Seiten des Quadrates = 1 a. 

In der Verticalprojection iſt 
(wenn Ah die Höhe der Mitte o des 
Körpers über der Horizontalebene 
bezeichnet) die Höhe der Punkte a und 0 = = (a A c); die der 
Punkte „, e, f und e = !d; die Höhe der Punkte g und d = 
„ I i a , k, m und liegen in gleicher Höhe mit 9. 

Die Gründe der hier angegebenen Projection liegen theils in dem V., 25, 4 
vom regulären Dodekaeder Bewieſenen und werden im Uebrigen leicht vom 


Leſer ſelbſt gefunden werden. Die Conſtruction beider Projectionen findet 


im Obigen hinreichende Andeutung. Der Winkel ZDC in ihr iſt, wie ſofort 
erhellt, der Neigungswinkel der Grenzflächen des Körpers, für den ſich auch 
aus dieſer Conſtruction beweiſen läßt, daß er als Außenwinkel einem recht⸗ 
winkeligen Dreiecke angehört, deſſen Katheten ſich wie 2: 1 verhalten. Wir 
überlaſſen auch dieſen Beweis dem Leſer. 

5. Projection des Ikoſgeders. Jeder Ecke eines regulären Ikoſa⸗ 
eders liegt eine andere Ecke diametral gegenüber. Die ſie verbindende Gerade 
geht durch den Mittelpunkt des Körpers und gelte als deſſen Achſe. Nach 
dem, was in III., 45 und V., 25, 5 gezeigt worden, ſind die Endpunkte 
einer ſolchen Achſe die Scheitel zweier fünſſeitigen Pyramiden, deren Grund: 
flächen parallel ſind und reguläre Pentagone bilden. Dieſe Grundflächen 


8 Ir ie die Achſe m drei Theile, deren 


it; die beiden anderen find der Seite 


= 0 2 deere . Beojetionstefre w. 18, 


Fig. 163. 
mittlerer dem Radius des einem ſolchen 3 
Pentagone umgeſchriebenen Kreiſes gleich 


eines demſelben Kreiſe eingeſchriebenen 
regulären Zehneckes gleich. Auf dieſe 
Beſtimmungen gründet ſich die in neben⸗ 
ſtehender Fig. 163 ausgeführte leicht faß⸗ 
liche Projection des in Rede ſtehenden 
Körpers. Die Horizontalprojection beſteht 
aus einem regulären Zehnecke und zweien 
regulären Fünfecken; die Ecken der letzteren 
liegen in den Ecken des erſteren. In der 
Verticalprojection iſt d die Projection 
der vertical ſtehenden Achſe, am = n = B. 
(Kante des Körpers), mn = OB. 

Um den Neigungswinkel zweier anein- 
ander ſtoßenden Grenzflächen des Ikoſaeders, 
wie der Flächen ABC und ADC (Fig. 164) 
zu conſtruiren, halbire man 40 in Mund 
verbinde M mit B und D; BMD iſt dann 
der in Rede ſtehende Neigungswinkel. Um 
ihn näher zu beſtimmen, ziehe man BD und 
fälle MO 1 BD; BD werde von der 
Diagonale CI des regulären Pentagons J 
F in N gefchnitten. Nach Plan. VI., 
15, d it BD:DN = DN BM mithin 
BD:BN = DN, dabei DN = DC. Da 
ſerner DV = BD — BN, fo iſt DM / 
= BD: + BN — 25 BN = 
BD® + BN — 20D N; folglich 30 N = BD + BN. Es iſt aber, da 
ADC ein gleichſeitiges Dreieck und DM deſſen Höhe iſt, 30 Cs oder 3D N = 
4DM?, und da BO = OD, BD = 4002, daher 40 M = 4DO*? + BN. 
Hierauf folgt 440 — 00% d. i. 4½0 = BN; 20 = BN. Aus D 
fälle man DK ſenkrecht auf die Verlängerung von BM; es iſt dann der 
doppelte Inhalt des Dreieckes MD = BM. DH = MO ED = ı BN-BD 
= DN = Due, folglich da E] = DM, DK ADN. Das 


„ 
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Supplement des Neigungswinkels gehört alſo einem rechtwinkeligen Dreiecke 


an, deſſen dieſem Supplemente gegenüber liegende Kathete 3 der Hypotenuſe 


iſt. Der Neigungswinkel beträgt ſomit 138° 11° 22/9. 


Anhang II. 


Allgemeine Sätze über Polyeder, als Fortſetzung zum erſten 
Abſchnitte des III. Capitels. Die vier ſternförmigen regulären 
Polyeder. ö 


Der im III. Cap. (7) angegebene wichtige Euler'ſche Lehrſatz iſt die 
Grundlage aller die Anzahl der Grenzflächen, Ecken und Kanten eines 
Polyeders betreffenden Unterſuchungen. Da dieſe zu manchen intereſſanten 
Sätzen und Folgerungen führen, ſo haben wir einige derſelben in dieſem 
Anhange zuſammengeſtellt. Wir reihen daran ein paar Sätze über die 
Anzahl der Diagonalen in jedem Polyeder, über die Summe ſeiner Körper⸗ 
winkel und eine Erweiterung des Euler'ſchen Satzes ſelbſt. Der Kürze wegen 
bezeichnen wir dabei durchweg: die Anzahl der Grenzflächen des Polyeders 
mit F, die der Ecken desſelben mit E und die der Kanten mit K. Nach 
dem Euler'ſchen Satze (III., 7) iſt E ＋ F = MU ＋ 2. 


1. Satz. Die Grenzflächen eines Polyeders können nicht alle mehr 
als fünf Seiten haben; eben ſo wenig die Ecken alle mehr als fünf Kanten. 


Beweis J. Hätten die Grenzflächen alle mehr als fünf, alſo entweder 
ſechs oder noch mehr als 6 Seiten, ſo wäre die Zahl dieſer Seiten oder — 
da je zwei derſelben eine Körperkante bilden — es wäre die doppelte Zahl 
der Kanten, d. i. 2X entweder = 6F oder — 6F, mithin K == 3. 
Andererſeits hat jede Ecke wenigſtens drei Kanten; da jede derſelben zweien 
Ecken gemeinſchaftlich iſt, fo iſt jedenfalls 2X — 3k. Hieraus folgt aber 
in Verbindung mit dem Vorhergehenden, daß bei der gemachten Vorausſetzung 
31 = 3E T 3 ale R = A & ſein müßte. Nach dem 
Euler'ſchen Satze iſt aber E ＋ F = I +23 alſo K = E & , was 
ſich widerſpricht. 
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II. Hätten die Ecken eines Polyeders alle mehr als fünf, alſo entweder 
ſechs oder noch mehr als ſechs, Kanten, ſo wäre, da jede derſelben zweien 
Ecken gemeinſam iſt, 21 entweder = 6E oder — 6E, mithin K — 3. 
Da aber jede Grenzfläche wenigſtens drei Seiten hat und je zwei dieſer 
Seiten eine Kante bilden, jo iſt jedenfalls 2X = 3F. Hieraus würde ſich 
derſelbe Widerſpruch mit dem Euler'ſchen Satze ergeben, wie vorher. Es 
können daher nicht alle Ecken mehr als 5 Kanten, und eben ſo wenig alle 
Grenzflächen mehr als fünf Seiten haben. 

Zuſatz. Jedes Polyeder beſitzt alſo drei⸗, oder vier-, oder fünfſeitige 
Grenzflächen; desgleichen beſitzt jedes Polyeder drei-, vier: oder fünfkantige 
Ecken. a 


> 


2. Satz. Haben alle Grenzflächen eines Polyeders m (alfo gleich: 
viele) Seiten (m kann dem vorhergehenden Satze nach nur 3, 4 oder 5 fein), 
ſo iſt: d 
21 mf, (m ) F = 2 (E — 2), (n — 2) M m (E 2); 
haben aber die Grenzflächen alle oder auch nur zum Theile mehr als m 
Seiten, keine weniger, ſo iſt: 

21 m ( = ) F 2E — 2, (n 2) K Æ＋ m (E — 2. 


Beweis. Haben alle Grenzflächen m Seiten, ſo iſt die Zahl dieſer 
Seiten auf allen Grenzflächen gerade = mF; kommen unter den Grenz⸗ 
flächen ſolche vor, die mehr als m Seiten haben, keine dagegen, die deren 
weniger hat, fo iſt die Anzahl aller Seiten der Grenzflächen offenbar — mE. 
Nun bilden aber je zwei Seiten der Grenzflächen eine Kante des Körpers; 
alſo iſt im erſten Falle 2X = mF, im zweiten 2K > M. 

Aus der Verbindung von 2K — mF mit der Relation E ＋ F = 
K + 2 folgt durch Elimination von K, daß (m — 2) T — 2 (E — 2, 
und durch Elimination von F, daß (m — 2) K e m (E — 2, je nach⸗ 
dem der erſte oder der zweite Fall des Satzes vorhanden iſt. 

Zuſatz. Für m = 3 erhält man im erſten Falle: 2X = 3F, F 
2 E 9, K = 3 („E — 2) im zweiten: X > 37, F ＋ 2 (E — 9, 
FSG 9 

Für m = 4 iſt im erſten Falle des Satzes: K = 2, F E — 2, 

1 2 ( — 2) im zweiten: K = 27, F E 2, N 22 (E . 
Für m = 5 erhält man im erſten Falle: 2X = 5, 3 F = 2 (E — 2, 
3K = 5 (E — 2) im zweiten Falle: 21 — 5, 37 — 2 (E — 2), 
31 ＋ 5 (E — 2. 

Heis u. Eſchweiler. II. 11 


162 \ 5 Anhang II. 


3. Satz. Haben alle Ecken eines Polyeders gleichviele, nämlich u 
Kanten oder Seitenflächen („kann dem vorigen Satze gemäß nur 3, 4 oder 
5 fein), jo iſt: 

2K ME, ( 2 E 2, — 2, ( A= n 2) 
haben aber die Ecken alle oder zum Theile mehr als n Kanten, keine 
weniger, ſo iſt: a 
21 nE, ( = 2 (F 2, ( 2 ,n 2. 

Beweis. Haben alle Ecken u Kanten, fo iſt die Zahl dieſer Eckkanten 
im Ganzen = nE; find unter den Ecken ſolche, die mehr als n Kanten 
haben, keine die weniger, jo iſt die Zahl der Eckkanten offenbar — nE. 
Nun iſt aber jede ſolche Kante zweien Ecken des Körpers als Körperkante 
gemein, alſo iſt im erſten Falle 2X = nk, im anderen 2K -n. 

Aus der Verbindung dieſer Relation zwiſchen K und E mit der Euler: 
ſchen E+F = K +2 folgen wieder durch Elimination von K und von 
E die beiden übrigen. 

Zuſatz. Für „= 3 ergibt ſich im erſten Falle des Satzes 21 = 
3E, E = 2 (F — 2), 1 = 3 (F — 2) im zweiten: 214 —> SE, 
E 2 2 (F — 3, X 2 3 (F — 2. 

Für n = 4 im erſten Falle: 4 = 2E, E = H 2, H= 2 (F 25 
im zweiten: 1 2E, E F — 2, 1 2 2 (F — 2), 

Für n = 5 endlich ergibt ſich im erſten Falle: 21 = 5E, 3E = 
2 (- 2, 3K=5 (F — 2) im zweiten: 2K > 5E, 3E — 2 (F — 2), 
3K = 5 NY. . 


4. Aus der Verbindung der vorjtehend angegebenen Relationen ergibt 
ſich leicht der größte und kleinſte Werth, den jede der drei Größen E, 
F und K in einem Polyeder haben kann, wenn eine der beiden anderen 
gegeben iſt. Iſt nämlich 


A gegeben, jo beträgt PEN mindeſtens 44 + 2, höchftens 3 K, 


IF} 
E 15 „ 2 J 1 ’ 55 5 2 5 25 ee 1 
K H 2E, n 3E — 6, 
1 i 3 { E K 27 ＋2, 5 27 — 4, 
K 1 3F, 7 3F * 6. 


Hieraus ergibt ſich: 
5, S az. Kein Polyeder kann ſieben Kanten haben. 
Denn wäre K = 7, jo könnte E ſowohl als F höchſtens 43 und 


we c 41 we. Zuiſchen d digen beiden Grenzen liegt aber 
keine ganze Jalle 


6. Sa z. Kein polyedriſcher Körper hat weniger, als 4 Grenzflächen, 
4 Ecken, 6 Kanten. 


Beweis. Da in jedem 1 3(E — — 2 — und 2 K — 
3 , jo iſt auch 2 (E — 2) — E, woraus folgt E — 4. Eben jo, da 
3 (F 75 2) == K und 21 3, iſt 2 (F — ) F, alſo F 4. 

Aus dieſen Beſtimmungen folgt weiter, daß E + F — 8; aber 
E ＋ F = H A. 2, daher auch K + 2 Ds, k — 6. Der Körper, in 
welchem dieſe Minima allein vorkommen, iſt das von 4 Dreiecken begrenzte 
Tetraeder. 


7. Sa tz. In jedem Polyeder beträgt die Anzahl der dreiſeitigen 
Grenzflächen und dreikantigen Ecken zuſammengenommen wenigſtens 8. 


Beweis. Die Zahl der dreiſeitigen Grenzflächen eines Polyeders ſei 
= a, die der mehrſeitigen = 6; die Zahl der dreikantigen Ecken = «, die 
der a . rg a+ 5 = 5 a+ß=E. 8 den in 


30 +4 — 2H. Hieraus folgt: ame ＋ ö BE = F+Eum 
3 (% ＋ % . 4 ( ＋ ) ZA; aber F ＋ E = H . 2, daher 
40% ＋ c ＋ 4 U = AI S — 3 (% % +4 ＋ 0 ＋ 8, 
und hieraus a + « — 8. 

Zuſatz. Es gibt alſo kein Polyeder, in welchem dreiſeitige Grenz: 
flächen und dreikantige Ecken zugleich ganz fehlen. 


8. Satz. Beſteht die Oberfläche eines Polyeders 1) nur aus Drei⸗ 
ecken, oder aus Dreiecken und Sechsecken, oder 2) nur aus Vierecken, oder 
Vierecken und Sechsecken, oder 3) nur aus Fünfecken, oder Fünfecken und 
Sechsecken, ſo iſt die Zahl der Dreiecke — 4, die der Vierecke — 6, die 
der Fünfecke — 12. Dasſelbe gilt in analoger Weiſe von den Ecken. 
Sind dieſe alle Zkantig, oder theils 3, theils 6kantig, fo iſt die Zahl der 
Ztantigen — 4, u. |. w. 


Beweis I für die Grenzflächen. Die Anzahl der weniger als 6 
(etwa m) Seiten habenden Grenzflächen ſei 4, die der 6ſeitigen 5 (6 kann 
auch = 0 ſein), dann iſt a ＋ = F, ma + 6b = 2, und nach Satz 3 
dieſes Anhangs k — 3 — 6. Setzt man hierin für F und K ihre Werthe, 

0 Ei" 
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Er 1 45 > 
fo ergibt ſich (6 — m) a — 12, alſo a = 5 A 3 iſt alſo 


4 O4; für m = 4 iſt a = 6 für m = 5 endlich a — 12, wie der 
Satz es ausſpricht. 

Ganz in gleicher Weiſe iſt der Beweis in Bezug auf die polyedriſchen 
Ecken zu führen. 


9. Satz J. Sind die Grenzflächen eines Polyeders alle dreiſeitig, 
die Ecken entweder 3. und Gfantig, oder 4 und 6kantig, oder 5- und 
kantig, fo iſt im erſten Falle die Zahl der 3Zkantigen Ecken gerade = 4, 
im zweiten die Zahl der Akantigen Ecken — 6, im dritten die der 5fan- 
tigen Ecken = 12. II. Sind die Grenzflächen alle 4ſeitig, die Ecken theils 
3, theils Afantig, jo iſt die Anzahl der Ifantigen gerade 8. III. Dasſelbe 
gilt, weun man im Ausdrucke des Satzes durchweg „Grenzflächen“ mit 
„Ecken“, „kantig“ mit „ſeitig“ u. ſ. w. vertauſcht. i 


Beweis I. Die Anzahl der Gfantigen Ecken ſei = 5, die der weniger 
als 6 (etwa m) Kanten zählenden Eden ji Sa, dann iſt c ＋ 86 = E, 
me + 66 = 2K, und, da die Oberfläche nur aus Dreiecken beſtehen ſoll, 
nach S. 2 dieſes Anhangs 1 = 3 (E — 2). Subſtituirt man in dieſer 


letzten Gleichung die Werthe von K und E aus der erſten, fo ergibt ſich 
* 5 Je nachdem nun m = 3, 4 oder 5, iſt « = 4, 6 oder 12. 

Beweis II. Sind die Grenzflächen alle Afeitig, fo iſt nach S. 2, 
H = 2 (E — 2. Bezeichnet nun à die Anzahl der Ikantigen Ecken, 6 die 
der Akantigen, ſo it « ＋ 6 = E, 3 ＋ 48 = 2. Aus der Combination 
dieſer drei Gleichungen folgt & = 8. 

Beweis III. Eben ſo wird der Beweis geführt, wenn im Ausdrucke 
des Satzes durchgehends „Ecken“ und „Grenzflächen“ mit einander vertauſcht 
werden. l 

Die in den voranſtehenden Sätzen herrſchende Dualität in Bezug auf 
die Grenzflächen und Ecken, vermöge welcher dieſe mit jenen und jene mit 
dieſen überall vertauſcht werden können, hat ihren Grund in dem nachfol⸗ 
genden Satze. 


10. Satz. Jedem Polyeder von E Ecken und F Grenzflächen ent⸗ 
ſpricht ein anderes von F Ecken und E Grenzflächen, und hat das erſte a 
dreiſeitige, “ vierſeitige, e fünfſeitige u. ſ. w. Grenzflächen, « dreikantige, 
ß vierfantige ꝛc. Ecken, fo hat das zweite a dreikantige, b vierkantige ꝛc. 


* 
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1 ; ten, & dreiſeitige, ß vierſeitige ꝛc. Grenzflächen. Solche Polyeder können 


. eden genannt werden. f 


Von der Richtigkeit dieses Sahes wird man ſich leicht 1 wenn 


3 man ſich irgend ein Polyeder vorſtellt und hierauf ein zweites, deſſen Ecken 


in den Grenzflächen des erſten liegen, fo zwar, daß in jeder dieſer Grenz: 
flächen nur eine Ecke liegt. Um dieſes zweite Polyeder zu conſtruiren, 
braucht man nur in jeder Grenzfläche des erſten einen Punkt anzunehmen 
ö (io jedoch, daß diejenigen dieſer Punkte, welche in den eine Ecke des Körpers 
bildenden Grenzflächen genommen ſind, unter ſich in einer Ebene liegen), 
hierauf jene Punkte je zwei und zwei in derſelben Ordnung zu verbinden, in 
welcher die Grenzflächen, wozu ſie gehören, an einander ſtoßen. Die Ver⸗ 
bindungslinien bilden das Kantennetz des zweiten Polyeders. So entſpricht 
dem von 6 Vierecken begrenzten Hexaeder das von 8 Dreiecken begrenzte 
Octaeder, dem von 20 Dreiecken begrenzten Ikoſaeder das von 12 Fünfecken 
begrenzte Dodekaeder, der nsjeitigen Doppelpyramide der n>feitige Obelisk ꝛc. 
— Jede Relation, die in einem Polyeder zwiſchen E und F und den im Satze 
genannten Zahlen a, db, . .. 4, 8, y . . gilt, muß deshalb gültig bleiben, 
wenn E und F, « und a, b und 8, .... mit einander vertauſcht werden. 


— 


11. Anzahl der Diagonalen eines Polyeders. 


Die Zahl fäntmtlicher in einem Polyeder möglichen Diagonalen hängt 
von der Anzahl der Grenzflächen jeder Art ab, welche die Oberfläche des 
Polyeders bilden. Dieſe beſtehe aus 7, Dreiecken, /, Vierecken, 7, Fünf⸗ 
ecken u. ſ. w., zuletzt aus /. n⸗Ecken, alsdann iſt: 

a T . T7, . = , Geſammtzahl der Grenzflächen, 
37 ＋ As ＋ 5/ . + nf = 2, doppelte Kantenzahl. 

Aus F und K ergibt ſich E. Denkt man ſich nun aus jeder Ecke 
gerade Linien nach allen übrigen Ecken gezogen, ſo iſt die Zahl ſolcher Linien 
— 4E (E — 1). Dieſe Linien find aber von dreierlei Art: theils find es 
Diagonalen des Körpers, ihre Anzahl ſei ; theils Kanten desſelben, ihre 
Anzahl iſt K, deſſen Werth oben angegeben; theils ſind es die Diagonalen 
der Grenzflächen. Die Anzahl der letztern beträgt bekanntlich in jedem 
Vierecke 2, in jedem Fünfecke 5, .... im n-Ede 4 n (n — 3), daher die 
Geſammtzahl dieſer Diagonalen auf der Oberfläche 27, ＋ 5/8 + Ir 
. in (% — 3) fa. Zieht man nun dieſe, fo wie die Zahl 
der Kanten, von der angegebenen Zahl der Verbindungslinien jeder Ecke mit 
jeder anderen ab, ſo bleibt für die Zahl der Diagonalen des Körpers: 
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2 IE KE = I) — M 2. 5. 9%, = n 6 8) Fe, 
oder, fest man für K feinen Werth und multiplicirt mit 2: 
27 E (E —- DES „ i 
Beiſpiel 1. In der nzjeitigen Pyramide iſt E = n + „/ n, 


F. , = %% = l, daher 2 = n (n +) — Zu — 1 ( 2, 


=» 

2. In der n⸗ſeitigen Doppelpyramide iſt E = n +2, / = u, 
F. Oo , o, daher 22 2 ( ＋ 1) — 6n, T= 
1 („ J) („ — 9. 

3. Im nzfeitigen Prisma oder Obelisk iſt E = 2, / . /. = u, 
h o, f. daher 

2 = 2 (2m — 1) — nn — 2n ( — 2), = „ (un — 3). 


4. In dem von 12 Fünfecken eingeſchloſſenen Dodekaeder iſt E = 20, 


5. = F. = o, , = 12, daher 2 = W 19 — 15 . 12 200, * 
100. In dem von 20 Dreiecken begrenzten Ikoſaeder it E = 12, / = 20, 
7, und folgende = 0, daher 2 = 12.11 — 320, z = 36. 

12. Der Körperwinkel des Polyeders. 

Dem körperlichen Winkel kann man, wie jedem andern Winkel, eine 
Größe beilegen, die aus der Vergleichung desſelben mit anderen ſeiner Art 
entſpringt. Offenbar iſt dieſe Größe dem Inhalte desjenigen ſphäriſchen 
Drei- oder Vieleckes proportional, welches aus dem Durchſchnitte der körper: 
lichen Ecke mit einer um ihren Scheitel als Mittelpunkt beſchriebenen Kugel 
entſteht und den Raum der Ecke ſchließt, ſo daß zwei Körperwinkel ſich wie 
die ihnen entſprechenden ſphäriſchen Drei- oder Vielecke verhalten, vorausge⸗ 
ſetzt, daß der Kugelradius derſelbe iſt. — Nimmt man nun, um die Größe 
aller Körperwinkel auszudrücken, einen derſelben, nämlich den von drei auf 
einander ſenkrechten Ebenen gebildeten (dreifach rechten) als Einheit an, ſo 
folgt leicht aus II., 54, daß jeder Körperwinkel gleich iſt dem Ueberſchuſſe 
der Summe ſeiner Flächenwinkel über zweimal ſo viel rechte Winkel, als die 
um 2 verminderte Zahl der Kanten oder Seitenflächen beträgt. wir vor: 
ausgeſetzt, läßt ſich der nachfolgende Satz aufſtellen. 

13. Satz. In jedem Polyeder iſt die Summe der e 
doppelt jo groß, als der Ueberſchuß der Summe feiner ſämmtlichen 
Flüchenwinkel (Neigungswinkel) über zweimal jo viel rechte Winkel, als 
die um 2 verminderte Zahl der Grenzflächen beträgt. 

Beweis. Bezeichnet man die Körperwinkel des Polyeders mit A, B, 
C, .. . ., die Summe der Flächen- oder Neigungswinkel an den Kanten 


— 
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2 5 eines jeden der Ordnung nach mit , 8, 5, .., die Anzahl der Kanten bei 
jedem ebenfalls der Ordnung nach mit m, n, b. ... .., fo hat man nach 
i dem oben über die Größe eines Körperwinkels Geſagten folgende Reihe von 

Gleichungen: | 

Be 4 = 2 (mn — 2 
B= 6 2 4 — 2 
N 0 „ 2 % — 2) u. ſ. w. 
Addirt man dieſelben und beachtet, daß jeder Flächenwinkel, ſo wie jede 
Kante zweien polyedriſchen Ecken angehört, ſo erhält man (unter Bezeichnung 
der Summe aller Neigungswinkel, welche die Grenzflächen des Körpers an 
den Kanten desſelben bilden, mit D): 

I 2 2 — 2, 
wo K die Anzahl aller Kanten, E die aller Ecken des Körpers bezeichnet. 
Nach dem Euler'ſchen Satze it K — E = F — 2, unter F die Zahl der 
Grenzflächen verſtanden; daher iſt 
4 ＋ BTO 2 [E 2 (F — 2), 

was dem Ausdrucke des Satzes entſpricht. 

14. Erweiterung des Euler'ſchen Satzes. Theilt man die Oberfläche 
eines Polyeders in T Theile durch 1 Kanten, welche n von einander 
abgeſonderte Netze bilden, und bezeichnet E die Anzahl der Ecken, welche 
auf dieſen Kanten liegen, fo iſt: N 

T+E=K+n-+l|l. 

Beweis. Bezeichnet man die Anzahl der Theile, welche innerhalb 
jedes einzelnen für ſich betrachteten Netzes liegen, durch 6, be, te, ... Fin 
die Anzahl der das Netz bildenden Kanten durch , I, Ha, Kn, die 
Zahl der Ecken auf dieſen Kanten durch en, er, es, . e, ſo erhellt 
augenblicklich aus den im Beweiſe des Euler'ſchen Satzes III., 7 gemachten 
Schlüſſen die Richtigkeit folgender Gleichungen: 5 

i t, T ei = A. 4 1 
t Te = HN. ＋ 1 


I 


— * 


* b tu ＋ e, = H, A 1 

deren Zahl un iſt. Addirt man ſie und beachtet, daß der zwiſchen den 
Netzen liegende Theil der Oberfläche mit der Summe f, +; ＋ fr die 
Geſammtzahl 7 der Theile ausmacht, die Summe folglich = 7 — 1, 
übrigens e, Le, . e, E, K. 4 k K. 4 % = L, iſt, fo erhält 
man / 1 ＋ E = AHK n; alſo iſt TE HTA A I, w. z. b. w. 
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Zuſatz. Bilden alle Kanten nur ein zuſammenhängendes Netz, jo it 
T der Anzahl F der Grenzflächen gleich, n = 1, und obige Gleichung gibt 
als ſpeciellen Fall die Euler'ſche Relation E = H ＋ 2. 


Die vier ſternförmigen regulären Körper. 


15. Außer den von Euklid im 13. Buch ſeiner Elemente betrachteten 
fünf regulären Körpern gibt es noch vier andere von Poinſot im Jahre 
1809 entdeckte Körper ), deren Seitenflächen, wie bei jenen, ſämmtlich regu⸗ 
läre Polygone einerlei Art ſind und dabei in gleicher Anzahl an jeder Ecke 
unter gleichen Neigungswinkeln an einander ſtoßen. Sie unterſcheiden ſich 
jedoch von jenen fünf regulären Körpern gewöhnlicher Art dadurch, daß bei 
zweien derſelben die Grenzflächen, bei zweien anderen die Körper⸗ 
winkel an den Ecken ſternförmig ſind; ſie bilden alſo eine höhere Art 
von regulären Polyedern und ſtehen den regulären Polyedern gewöhnlicher 
Art eben ſo gegenüber, wie die ſternförmigen regulären Polygone den 
Polygonen gewöhnlicher Art. 

Die Ableitung eines regulären ſternförmigen Polygones aus dem regu⸗ 
lären Polygone gewöhnlicher Art von derſelben Seitenzahl, z. B. eines regu⸗ 

Fig. 165. lären Sternfünfeckes, Pentagramms (ſ. Plan. 
VII., 2, 112 und 113), aus dem regulären 
Fünfecke BCDEO kann auf zweifache Weiſe 
geſchehen, entweder indem man je zwei Seiten, 
welche durch eine gleiche Zahl unter den übri⸗ 
gen getrennt ſind, bis zu ihrem Durchſchnitte 
verlängert, oder indem man je zwei Ecken, 
zwiſchen welchen eine gleiche Anzahl unter den 
übrigen liegt, durch Diagonalen verbindet. 
Aus dem gewöhnlichen regulären Fünfecke 
BCDEO Gig. 165) erhält man auf die erſte Weiſe das Sternfünfeck ocebdo, 
auf die zweite das Sternfünfeck OCEB DO. Als eine beſondere Eigenſchaft 
der Seiten des regulären Sternfünfeckes ocebdo möge hervorgehoben werden, 
daß jede Seite desſelben z. B. co durch einen in ihr gelegenen Eckpunkt E 


) S. Journal de l’&cole polytechnique, 10. Cah. p. 16 und die Schrift: Ueber 
Vielecke und Vielflache, von Dr, Chriſtian Wiener. — Leipzig 1864. 
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oder D des Fünfeckes OEDCRB ſtetig getheilt wird, daß alſo oc: oE = oE:cE 
oder oc: cD = cD: Do. Warum? 

Beſchreibt man um OBCDEO einen Kreis, fo beträgt bei dem gewöhn⸗ 
lichen regulären Fünfecke die Summe der zu den Seiten OB, BC, CD, DE 
und EO gehörigen Mittelpunktswinkel 4R, dagegen bei dem ſternförmigen 
regulären Fünfecke OCEBDO die Summe der zu den Seiten OC, CE, EB, 
BD und DO gehörigen Mittelpunktswinkel 2 - AR = BR. Aus dem regu⸗ 
lären Siebenecke laſſen ſich zwei Arten von ſternförmigen Siebenecken 
(Heptagrammen) bilden, bei der einen betragen die zu den Seiten gehö⸗ 
rigen Mittelpunktswinkel zuſammen 2. 4R = 8, bei den anderen 3 4 f 
—= 12R. Aus dem regulären Eilfecke erhält man vier verſchiedene reguläre 
Stern⸗Eilfecke, bei welchen die Summe der zu den Seiten gehörigen Mittel⸗ 
punktswinkel 2-4, 3-4, 4-4 und 5. 4 beträgt u. ſ. w. 

Den ſternförmigen Vielecken entſprechen zunächſt die ſternförmigen 
körperlichen Ecken, die Sternecken. Denkt man ſich auf einem ſtern⸗ 
förmigen Polygone, etwa dem Pentagramme ocebdo (Fig. 165) als Baſis 
eine Pyramide errichtet, deren Spitze s ſei, fo entſteht an dieſer Spitze eine 
eigene körperliche Ecke, welche den Namen ſternförmige körperliche Ecke 
oder Sternecke führt, und zwar reguläre, wenn die Pyramide eine 
reguläre iſt. So wie bei einem Sternpolygone ocebd nur die Punkte o, c, 
e, b und d als Eckpunkte des Polygones, nicht aber die Durchſchnittspunkte 
0, B, C, D und E als ſolche gelten, fo find auch als Kanten der entſpre— 
chenden Sternecke socebd nur die äußeren, nach den Eckpunkten des 
Sternpolygones gehenden Geraden so, sc, se. . zu betrachten; die einſprin⸗ 
genden Kanten s0, sB, sC . .., welche als Durchſchnitte nicht auf ein⸗ 
ander folgender Seitenflächen der körperlichen Ecke ſich darſtellen, mögen 
„ſecundäre“! Kanten heißen. 

Der zweifachen Ableitung der regulären Sternvielecke aus den regulären 
Vielecken gewöhnlicher Art entſpricht eine zweifache Ableitung der ſternförmigen 
regulären Polyeder aus den regulären Polyedern gewöhnlicher Art. Dieſe 
geſchieht nämlich 1) dadurch, daß man aus je einem regulären Polygone, 
welches entweder ſelbſt Seitenfläche des Polyeders iſt, oder durch irgend eine 
Zahl an einander ſtoßender Kanten des letzteren gebildet wird, ein Stern⸗ 
polygon conſtruirt und die ſämmtlichen Kanten dieſes Sternpolygones als 
Kanten des Sternpolyeders betrachtet; 2) dadurch, daß man Diagonalebenen 

durch jede Gruppe ſolcher Ecken eines regulären Polyeders legt, welche die Ecken 
congruenter regulärer Polygone entweder wirklich bilden oder doch bilden können. 
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Zur Ableitung der ſternförmigen Polyeder aus den ältern regulären 
Körpern eignen ſich nicht, wie leicht zu erkennen iſt, die drei erſten Körper 
dieſer Art, nämlich das Tetraeder, der Würfel und das Octaeder, ſondern 
nur das Dodekaeder und das Ikoſaeder. Die Zahl der allein möglichen 
regulären Sternpolyeder iſt, wie ſich bei näherer genauer Unterſuchung ergibt, 
vier; die Ableitung derſelben iſt die folgende: 

1) Bildet man aus jeder der zwölf 
fünfeckigen Seitenflächen eines Dodekaeders 


Fig. 166. 


* z. B. der Fläche 48 CDE (Fig. 166) durch 
N Verlängerung der Seiten ein Stern: 
ar AK Fünfeck, fo werden über einer jeden ſolchen 
% Siiitenflache die Verlängerungen der fünf an 
5 ſie ſtoßenden Kanten in einem Punkte zu⸗ 
5 J ſammentreffen und die Spitzen einer fünf: 

. 


N ſeitigen Pyramide bilden, deren Grundfläche 
F . 3 1 . . 
5 die Seitenfläche des Dodekaeders iſt. Die 

8 zwölf auf dieſe Weiſe den Seitenflächen 

aufgeſetzten Pyramiden bilden mit dem Dodekaeder ſelbſt als Kern einen 
ſternförmigen Körper, deſſen Seitenflächen ſämmtlich congruente reguläre 
Sternfünfecke ſind und deſſen Kantenwinkel, da ſie mit denen des Grund⸗ 
Dodekaeders zuſammenfallen, ſämmtlich unter einander gleich ſind. Man 
kann jede auf eine Seitenfläche z. B. 480 DE (Fig. 166) aufgeſetzte Pyramide 
auch dadurch erzeugt denken, daß man die Ebenen der an dieſelbe anſtoßen⸗ 
den fünf Seitenflächen 486, BCJ, CDV, DEN und EA? bis zum gemein: 
Fig. 167. ſchaftlichen Durchſchnitte in einem 

ö Punkte erweitert denkt. 

Der auf die eine oder andere 
Weiſe entſtandene Körper (Fig. 167) 
hat ſo viele fünfkantige Ecken, als 
das Dodekaeder Flächen hat, nämlich 
12, außerdem aber noch ſo viele 
dem regulären Körper nicht zuge⸗ 
hörige, alſo ſecundäre, einſpringende 
ſechskantige körperliche Ecken, als 
das Dodekaeder Ecken hat, nämlich 
b 20. Sowohl die Zahl der Flächen als 
Zwölfeckiges Sterndodefaeder. die der Kanten dieſes ſternförmigen 
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 ebes ſtimmt mit der des gewöhnlichen Dodekageders überein, beträgt 


alſo 12 bei den Flächen, 30 bei den Kanten. Die äußeren Seitenflächen 


des Körpers find diejenigen Dreiecke, um welche die ſternförmigen Fünfecke 
die gewöhnlichen, aus denen fie entſtanden find, überragen. Die Anzahl 
ſämmtlicher an einander ſtoßenden gleichſchenkeligen Dreiecke iſt 60. 

Der Name dieſes Körpers ift paſſend: „Zwölfediges Sterndode⸗ 
kaeder“ ) (von Poinſot Sterndodekaeder der 2. Art, von Cayley kleines 
Sterndodekaeder genannt). 

Man kann dieſen Körper auch aus dem Ikoſaeder (Fig. 168) erzeugt 
denken, indem man in jedes der 12 regulären Fünfecke OBCDE, ABGHD 

u. ſ. w., welche durch die Kanten des Polyeders gebildet werden, die 
inneren Sternfünfecke conſtruirt, wodurch man die Fig. 168. 
30 Kanten des ſternförmigen Körpers erhält. Die 
Ecken fallen in die Ecken des Ikoſaeders, ſtimmen 
alſo in der Zahl mit der Zahl der Ecken dieſes 
Körpers überein. 

2) Bildet man aus jedem der 12 regulären 
Fünfecke, welche die Kanten des Ikoſaeders (Fig. 168) 
bilden, nämlich aus OBCDE, BCHRN, DHRKE 
u. ſ. w. durch Verlängerung der Seiten ein 
Sternfünfeck, fo treffen über jeder Seitenfläche des Ikoſgeders z. B. über 
CHD drei der verlängerten Seiten BC, RU und ED in einem Punkte 
zuſammen, und bilden die Seitenkanten einer dreiſeitigen Pyramide, welche 
die Seitenfläche CHD zur Grundfläche hat. Jede auf eine Seitenfläche, z. B. 
CHD, aufgeſetzte-Pyramide kann man ſich auch dadurch erzeugt denken, daß 
man die Ebenen der drei an einander ſtoßenden Fünfecke CDEOB, DHRKE 
und HCBNR bis zum gegenſeitigen Durchſchnitte erweitert. 

Der aufgeſetzten Pyramiden find 20, fie bilden mit dem Ikoſaeder als 
Kern einen ſternförmigen Körper (Fig. 169), der ſo viele Kanten hat, als 
das Ikoſaeder, alſo 30. Die Zahl der Ecken ſtimmt mit der Zahl der Flachen 
des Ikoſaeders überein, beträgt alſo 20; der Körper hat außerdem noch ſo 
viele dem regulären Körper nicht zugehörige einſpringende ſecundäre Ecken, 
als das Ikoſaeder Ecken hat, nämlich 12. Die äußeren Seitenflächen des 
Körpers ſind wie bei dem erſten Körper diejenigen Dreiecke, um welche die 


*) Wir find in der Benennung der dier regulären Körper dem Vorſchlage 
Wiener's (Ueber Vielecke und Vielflache, S. 27) gefolgt. 
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Sternfünfecke diejenigen Fünfecke, aus denen fie entſtanden find, übertreffen. 
Die Anzahl der aneinander ſtoßenden gleichſchenkeligen Dreiecke beträgt, wie 
bei dem erſten Körper, 60. a f 
Fig. 169. Der von zwölf Sternfünf⸗ 

f ecken begrenzte ſternförmige Kör⸗ 

per (Fig. 169) führt den Namen: 
„Zwanzigeckiges Stern: 
dodekaeder“ (Dodekaeder der 
vierten Art nach Poinſot, großes 
Sterndodekaeder nach Cayley). 

Auch aus dem Dodekaeder 
läßt der Körper ſich darſtellen. 
Man conſtruire (Fig. 166) zu 
ſämmtlichen Fünfecken, welche 
die einer Seitenfläche des Do⸗ 

N dekaeders parallelen Diagona⸗ 
Zwanzigeckiges Sterndodekaeder. len der übrigen Seitenflächen 
bilden, alſo zu FHKMO, GJLNP u. ſ. w. die inneren Sternfünfecke, jo 
erhält man die zwölf ſternförmigen Seitenflächen des Polyeders. 

3) Legt man durch je fünf Kanten des Ikoſgeders (Fig. 168), welche ein 
reguläres Fünfeck einſchließen, z. B. die Kanten BC, CD, DE, EO und OB, 
eine Ebene, ſo umſchließen dieſe ſämmtlichen Ebenen der Fünfecke einen 
ſternförmigen Körper, der ſo viele Grenzflächen hat, als das Ikoſaeder Ecken, 
alſo 12, und deſſen 30 Kanten mit denen des Ikoſgeders, jedoch in einer 
andern Anordnung, zuſammenfallen. Die ſecundären Kanten, welche durch 
den Durchſchnitt je zweier Ebenen entſtehen, ſind die Seiten der inneren 
Sternfünfecke, welche aus den 12 Fünfecken gebildet werden, ſtimmen alſo 
mit den Hauptkanten des erſteren Sternpolyeders (Fig. 167) überein, 
ihre Zahl iſt alſo 30. Die ſämmtlichen Ebenen ſchneiden aus dem Kern⸗ 
Ikoſgeder nach Innen dreiſeitige Pyramiden aus, welche zu Grundflächen 
die Seitenflächen des Ikoſaeders haben. Die Anzahl der Hauptecken des 
Polyeders ſtimmt mit der des Ikoſaeders überein, beträgt alſo 12; die Zahl 
der einwärts liegenden, ſecundären, Ecken ſtimmt mit der Zahl der Flächen 
des Ikoſaeders überein, beträgt alſo 20. Die äußeren Grenzflächen des 
Körpers ſind diejenigen Dreiecke, um welche die Fünfecke die eingeſchriebenen 
Sternfünfecke überragen; die Zahl dieſer gleichſchenkeligen ſtumpfwinkeligen 
Dreiecke iſt 60. 


an jeder Ecke des Ikoſaeders, z. B. 
an D (Fig. 168), fünf ſich durchſchnei⸗ 
dende Ebenen DCBOE, DHCBA, 
DH, DEKRH. und DAOKJ 
zuſammentreffen, ſo wird durch die⸗ 


Körper (Fig. 170) den Namen 


(bei Poinſot Dodekaeder der dritten 


Tee er ea * Beten. 2 j * 
Die vier ſternförmigen regulären Polyeder. 


8 Da bei der Bildung des Körpers 


ſelben an jeder der Ecken eine 
Sternecke gebildet. Aus Rückſicht 
auf die eigenthümliche Geſtalt ſeiner 
Ecken führt der beſprochene dritte 


„Sterneckiges Dodekaeder“ 


Sterneckiges Dodekaeder. 


Art, bei Cayley großes Dodekaeder). 


Auch aus dem Dodekaeder kann dieſer dritte Körper abgeleitet werden, 
wenn man nur die Ebene jeder Seitenfläche, z. B. VO EDM (Fig. 166), des 
gewöhnlichen Dodekaeders bis zur einfachen Begegnung mit den Ebenen der 
fünf an die gegenüberliegende parallele Grenzfläche ſtoßenden Grenzflächen 
BCKJH, ABHGF u. |. w. erweitert. Die Durchſchnitte dieſer letzteren fünf 
Ebenen mit den erſteren geben zwei reguläre Fünfecke, ein gewöhnliches und 
ein Sternfünfeck. Dieſe beiden Fünfecke ſind die Seitenflächen regulärer 
Körper, jenes des hier unter Nr. 3 betrachteten (Fig. 170), dieſes des unter 
Nr. 1 beſchriebenen (Fig. 167). 


4) Legt man durch je drei entferntere Eckpunkte eines Ikoſaeders (Fig. 168), 
die in der Beziehung ſtehen, daß ſie die Spitzen eines gleichſeitigen Dreieckes 
bilden, z. B. durch die Punkte A, 6 und J, durch die Punkte A, H und 
A u. ſ. w. Ebenen, fo erhält man einen Körper eingeſchloſſen von 20 gleid)- 
ſeitigen Dreiecken AGJ, AHK, AJN u. ſ. w., der mit dem Ikoſaeder gleich 
viel Ecken hat, alſo 12 und gleich viele Kanten, alſo 30. 


Auch aus dem Dodekaeder läßt ſich jener Körper darſtellen. Verlängert 
man bei dreien in einer Ecke zuſammenſtoßenden Seitenflächen (3. B. in den 
bei E (Fig. 166) anſtoßenden Seitenflächen E ABCD, EDMNO und EOPFA) 
die der gemeinſchaftlichen Ecke E gegenüberſtehenden Seiten BC, MN und 
PF bis zum gegenſeitigen Durchſchnitte, fo erhält man ein gleichſeitiges 
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Dreieck. Solcher gleichſeitigen Dreiecke gibt es im Ganzen 20; ihre Ebenen 
ſchließen einen ſternförmigen Körper ein. ; 
a (Fig. 171) find dieſelben wie die 
des erſten Sternpolyeders (Fig. 
167) jedoch in der Anordnung, 
in welcher dieſelben gleichſeitige 
Dreiecke bilden. Legt man alſo 
durch je drei ein gleichſeitiges 
Dreieck bildende Kanten des zwölf: 
eckigen Sterndodekaeders (Fig. 167) 
Ebenen, ſo erhält man das vierte 
reguläre Sternpolyeder. 


Bei der Darſtellung dieſes 
Körpers aus dem Ikoſaeder ſtoßen 
Sterneckiges Ikoſaeder. an jeder Ecke des Polyeders fünf 


gleichſeitige Dreiecke, z. B. an 4, 


(Fig. 168), die Dreiecke 40%, AHK, A AKG und ANH, deren Ebenen 
ſich durchſchneiden und an 4 eine fünfflächige oder fünftantige Sternecke 
bilden. Mit Rückſicht auf dieſe beſondere Form der Koͤrperwinkel an den 
Ecken führt der vierte Körper (Fig. 171) den Namen „Sterneckiges Iko⸗ 
ſaeder“ (bei Poinſot Ikoſgeder ſiebenter Art, bei Cayley großes Ikoſaeder). 


Durch den gegenſeitigen Durchſchnitt der Dreiecksflächen bilden ſich 
außer den genannten 30 Hauptkanten, den Seiten der Dreiecke, noch eine 
Menge ſecundärer Kanten, welche die Kanten der einſpringenden Winkel 
ſind; in Folge des gegenſeitigen Durchſchnittes werden die den Körper 
begrenzenden Seitenflächen nur theilweiſe nach außen treten. f 


* 


ABCDE Fig. 172) ſei eine Seitenfläche des Dodekaeders, aus welchem 
das ſterneckige Ikoſaeder abgeleitet iſt, DE und DE ſeien bis zu den Durch⸗ 
ſchnitten G und H mit der verlängerten AB fortgeſetzt; das gleichjeitige 
Dreieck GHJ über GH wird alsdann eine der Seitenflächen des ſterneckigen 
Ikoſaeders fein. Macht man G4 = H = JL= JM = HN, ſo erhält 
man zuerſt durch die Verbindungslinien JB und JA, HK und HL, GM und 
GN, welche den Kanten der einſpringenden Winkel an den Sternecken ange: 
hören, dann durch die Verbindungslinien BA, KM und MB, jo wie AN, AL 


Die Kanten dieſes Körpers 
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und AL, in welchen ſich 5 

die durch einen Eckpunkt des Fig. 172. 
KRerndodekaeders gehenden 
Dreiecksflaͤchen ſchneiden, 
ſämmtliche ſecundäre 
Kanten des ſterneckigen 
Ikoſaeders. Die Zahl dieſer 
ſecundären Kanten beträgt 
für jede Seitenfläche 12, 
im Ganzen alſo: 


12.20 
— 12 
2 120, 


Die ſecundären Kanten 
ſchließen nebſt den Haupt⸗ 
kanten auf der Dreiecks⸗ 
fläche GHJ diejenigen Flä⸗ 
chenräume ein, welche die 
äußeren Begrenzungsflächen des jternedigen Ikoſaeders bilden. In der 
obigen Figur 172 find es die ſchraffirten neun Dreiecke, nämlich drei con: 

gruente ſtumpfwinkelige gleichſchenkelige Dreiecke 405 u. ſ. w. und 6 con⸗ 
gruente ſpitzwinkelige ungleichjeitige Dreiecke BPH u. ſ. w. Das ſterneckige 
Ikoſaeder (Fig. 171) iſt demnach äußerlich im Ganzen von 9 20 = 180 
getrennten Dreiecken zweierlei Art begrenzt. 


Man kann den Körper endlich noch in folgender Weiſe aus einem Kerne 
mit aufgeſetzten ſternförmigen Pyramiden entſtanden denken. Auf jede der 
Seitenflächen eines Dodekaeders als Grundfläche ſetze man nach innen eine 
Pyramide, deren Seitenflächen gleichſeitige Dreiecke ſind, und nehme dieſe 
Pyramiden weg. In jeden der hohlen pyramidalen Räume dieſes Körpers 
ſetze man eine von 10 an einander ſtoßenden, dem Dreiecke BPH (Fig. 172) 
congruenten Dreiecken gebildete reguläre ſternförmige Ecke, und zwar ſo, 
daß die der BH gleichen Seiten äußere Kanten dieſer Ecken werden und mit 
den Kanten des Kerndodekaeders in eine gerade Linie zu liegen kommen ). 


) Es wird hiernach leicht fein, aus Pappe oder Metallblech ein Modell 
jenes zuſammengeſetzten Körpers anzufertigen. Den Körper aus einem Netze 
von 180 zuſammenhängenden Dreiecken darzuſtellen, iſt nicht rathſam. 
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Daß die Seitenflächen der dem Dodekaeder entnommenen fünfſeitigen 
Pyramiden gleichſeitige Dreiecke ſind, läßt ſich wie folgt beweiſen. 
Man verbinde den Durchſchnitt S der AH und NG (Fig. 172) mit A 
und B, denke auch K mit N verbunden. 5 
Nach der Bemerkung auf Seite 168 iſt: 
AG: AH = AH: HG, 
AH: HG MM: JG NN: GH = HS: SH, ſomit iſt: 
Ad ; 4H == Is: SH. 
Es iſt alſo SA || GJ; ebenſo iſt SB || JH. Das Dreieck ABS iſt ſomit 
gleichſeitig. | 


Ueberſichtstabelle 
der vier ſternförmigen regulären Körper ?). 
Di = y: — — — — ——— 7777CC0535³ĩ5—7Ü13W⸗ 
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Anhang III. a 
Allgemeine Sütze über Polyeder. Beweis der Sütze II., 32 u. 33. 


* 


A. Beweis des Satzes III., 32). 


„Zwei convexe Polyeder, deren Grenzflächen beziehlich congruent und 
gleich geordnet ſind, ſtimmen auch in den Neigungswinkeln der Grenz⸗ 
flächen überein, und ſind alſo congruent oder ſymmetriſch.“ 


Dem Beweiſe dieſes Satzes müſſen folgende Lehnſätze vorangehen: 


Lehnſatz 1. Sind zwei Seiten einer dreikantigen Ecke (I, 54) 
eben ſo vielen Seiten einer andern Ecke paarweiſe gleich, und iſt der von 
ihnen eingeſchloſſene Winkel bei der erſten kleiner als bei der zweiten, ſo 
iſt auch die dritte Seite der erſten Ecke kleiner als die der zweiten. (Vergl. 
Planim. II., 26.) 


Beweis. In den beiden dreikantigen Ecken ABCD und 48 CY fei 

* BAC= HNA, BAD = BA, der Flächenwinkel an AB aber kleiner 

als der an 45“, fo wird auch X CAD — CAD fein. Denn nimmt man 
4 Fig. 118. 


EN, 


/ 
5 
5 


N 


* 


N 


5 l | 


| 
0 


AB! = AB, zieht BD und BC beide | AB, jo wie B‘D’ und BC beide 
L A‘B‘ und verbindet C mit D, C' mit P, ſo ergibt ſich aus der Congruenz 
der Dreiecke ABC und 4/5 CC,, ABD und A’B'D‘, daß 40 = 4, 

) An m. Euklid hatte mit Unrecht (XI. B. 10 Def.) als Definition 
hingeſtellt: „Gleiche und ähnliche Körper find ſolche, die von gleich vielen 
gleichen und ähnlichen Ebenen begrenzt werden.“ Es iſt dieſes ein Lehrſatz, deſſen 
Beweis Cauchy zuerſt gegeben hat. S. Journal de 'école polytechnique, 
Cah. 16. pag. 96. 

Heis u. Eſchweiler, II. 12 


ne 


— 
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AD = AD, BC = BO, BD = B.., Nach der Vorausſetzung iſt aber 
XCD — C‘B’D'; daher nach Planim. II., 26 60 —Z D und hieraus 
nach Planim. II., 27 K CAD = C’A'D'. 


Lehuſatz 2. Wenn man in einem convexen Körperwinkel, deſſen 
Seiten alle, bis auf eine, conſtant oder gegeben ſind (oder in dem ihm 
entſprechenden ſphäriſchen Vielecke), einen der dieſer Seite gegenüber 
liegenden Winkel vergrößert oder verkleinert, jo jedoch, daß der Körper⸗ 
winkel convex bleibt, jo wird auch die veränderte Seite im erſten Falle 
vergrößert, im zweiten verkleinert. 


Fig. 174. Beweis. In dem Körperwinkel S, welchem 

ö das ſphäriſche Vieleck 480 EF entſpricht, ſei die 
Seite ESD (ED des Vieleckes) veränderlich, alle 
übrigen ſeien gegeben oder conſtant. Verändert 
ſich nun einer der gegenüber liegenden Winkel, 
etwa der & ABC, welcher dem Flächenwinkel an 
der Kante SB entſpricht, und man theilt mittels 
der Ebenen BSE und BSD den Körperwinkel 5 
in drei andere, ſo iſt klar, daß, unter der gemach⸗ 
ten Vorausſetzung, die ſeitwärts jener Ebenen 
liegenden Körperwinkel SBCD und SBAFE unverändert bleiben, wogegen 
<& EBD ſich in demſelben Sinne und um eben jo viel ändert als X ABC, 
vorausgeſetzt, daß der Körperwinkel conver bleibt. Da nun BE und BD 
oder X BSK und BSD unverändert bleiben, jo ändert ſich dem 1. Lehnſatze 
zufolge in dem Koͤrperwinkel SBDE die Seite ESD (oder Seite DE des 
Vieleckes) in demſelben Sinne, wie der X ABC, d. h. fie wird mit ihm 
zugleich größer oder zugleich kleiner w. z. b. w. 


Zuſatz. Läßt man, ſtatt des Winkels ABC allein, nach einander 
mehrere der Winkel, welche der Seite DE gegenüber liegen, zugleich zu- oder 
abnehmen, jo tritt offenbar derſelbe Erfolg für DE ein, indem jede neue 
Vergrößerung eines Winkels die ſchon größere Seite DE noch größer, jede 
Verminderung derſelben, die ſchon kleinere noch kleiner macht. Die ganze 
Schlußweiſe ſetzt aber voraus, daß der Körperwinkel conver bleibt, 


Lehnſatz 3. Wenn man die Winkel einer converen Körperetke, deren 
Seiten conſtant ſind, ſich beliebig ändern läßt, hierauf mit dem Zeichen 
+ alle Kanten bezeichnet, an welchen die Winkel größer, mit — alle 


e 
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a Diejenigen, au welchen die Winkel kleiner geworden find, fo findet in der 


5 Aufeinanderfolge dieſer Zeichen wenigſtens viermal ein Wechſel Statt. 
Beweis. Die Korperecke muß jedenfalls mehr als drei Seiten oder 
Kanten baben, denn ſonſt müßten, da die Seiten conſtant ſind, es auch nach 
II., 37 die Winkel ſein. Hat ſie aber mehr als drei Seiten, ſo kann 


— 0 nicht vorausgeſetzt werden, daß alle Veränderungen der Winkel an 
ibr von derſelben Art ſeien oder daß kein Zeichenwechſel Statt finde, weil 
ſonſt, nach dem vorigen Lehnſatze, wenigſtens eine der Seiten ſich ändern 
müßte; 8 

2) auch kann nicht angenommen werden, daß 
nur zwei Zeichenwechſel Statt finden, oder daß 
einer einzigen Reihe von lauter + eine zweite von 
lauter — folge. Denn wären z. B. die Kanten 
SA, SB und SC der vorhin betrachteten Ecke mit 
+, die drei übrigen SD, SE und SF mit — be: 
zeichnet, jo ließe ſich eine Diagonalebene MSA 
legen, auf deren eine Seite alle +, und auf deren 
andere Seite alle — fielen. Der Winkel MSN 
müßte ſich dann aber, dem vorigen Lehnſatze 
zufolge, zugleich vergrößern und vermindern, was 
unmöglich iſt; 


3) eben ſo wenig können bloß drei Reihen von Zeichen vorkommen, 
weil, wollte man ſie annehmen, die erſte und dritte derſelben aus gleichen 
Zeichen beſtehen, daher ſich aneinander ſchließen und nur eine Reihe bilden 
würden, wodurch man wieder auf 2) zurückkommt. 

Es muß alſo wenigſtens vier Zeichenwechſel geben. 


Lehnſatz 4. Wenn eine convex⸗polyedriſche Oberfläche eine einzige 
Oeffnung von „nicht in einer Ebene liegenden Seiten darbietet, jo läßt 
ſich dieſe Oeffnung ſtets durch eine zweite polyedriſche Oberfläche von 
höchſteus m — 2 Seitenflächen ſchließen, fo daß dieſe zweite mit der erſten 
ein convexes ganz umſchloſſenes Polyeder bildet. 


Es ſei ABCDEF die gebrochene Linie, womit die erſte Oberfläche endigt. 
Offenbar lann man ſtets durch drei der Ecken A, 6, C, D, E, F eine Ebene 
legen, welche die übrigen Ecken und die ganze polyedriſche Oberfläche auf 
einer Seite behält. Es ſei AEC die auf dieſe Art erhaltene Seitenfläche. 

x 46125 


n 
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Durch die Ecken A und C lege man abermals eine Ebene, welche die übrigen 


Ecken der Polyederfläche auf einer Seite behält, und drehe dieſe Ebene, bis 
ſie mit einer neuen Ecke, z. B. mit B, zuſammentrifft, fo it 405 eine neue 
Seitenfläche. Fährt man auf dieſe Art fort, ſo erhält man eine Reihe von 
Seitenflächen, welche zuſammen die Oeffnung ABCDEF ſchließen. Die Zahl 
derſelben iſt am größten, wenn fie durchaus dreiſeitig ſind; dann aber iſt ihre 
Zahl m — 2. 

Das ſo erhaltene Polyeder muß conver fein; denn wenn z. B. die 
Ebene EDC die Polyederfläche ſchnitte, jo müßte die verlängerte Seite DE 
oder DE dieſe Fläche ebenfalls ſchneiden, ſie wäre alſo nicht conver, was 
gegen die Annahme iſt. 

Nach Vorausſchickung dieſer Lehnſätze läßt ſich nun der Hauptſatz: 
Zwei Polyeder ſind congruent oder ſymmetriſch, wenn alle 
ihre Grenzflächen beziehlich congruent und in gleicher Weiſe 
geordnet ſind, in folgender Art beweiſen, wobei es nur darauf ankommt, 
zu zeigen, daß die Flächen- oder Neigungswinkel, welche die angrenzenden 
Seitenflächen in dem einen Polyeder P bilden, eben ſo groß ſind, wie die⸗ 
jenigen, welche die congruenten Seitenflächen im anderen Polyeder P’ bilden. 


Geſetzt, dieſe Polyeder wären nicht congruent, ſo müßten die körperlichen 
Ecken von P rückſichtlich der Neigung der Seitenflächen entweder alle oder 
zum Theil verſchieden ſein von den Körperecken des Polyeders P. 


1. Fall. Sie ſeien alle verſchieden. Betrachtet man nun J. als 
eine durch Veränderung der Neigungswinkel bewirkte Verwandlung von P, 
ſetzt, bei dieſer Anſicht, das Zeichen + auf die Kante jedes Flächenwinkels, 
der größer, und das Zeichen — auf die Kante jedes Flächenwinkels, der 
kleiner geworden iſt, ſo iſt nach Lehnſatz 3 die Geſammtzahl n der Zeichen: 
wechfel, die man findet, wenn man der Reihe nach die Körperwinkel von P 
durchgeht und die Eckenzahl dieſes Polyeders, wie früher, mit E bezeichnet, 


n 4. 


Anderſeits kommt aber in Betracht, daß, da zwei auf einander folgende 
Kanten eines Körperwinkels immer nur einer Grenzfläche des Polyeders 
angehören, n auch die Geſammtzahl der Zeichenwechſel ſein müſſe, die 
man erhält, wenn man nach und nach die einzelnen Grenzflächen des Poly 


eders durchgeht. a 
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5 Nun it fur jere dreifeitige Grenzfläche die Zahl der Zeichenwechſel 

höchſtens 2, für jede vierſeitige höchſtens 4, ..... allgemein, für jede 2 „ 
feitige und (2 n + J) ſeitige, wie ſich leicht inge en läßt, höchſtens 2 n. 
Bezeichnet man daher die Anzahl der dreiſeitigen Grenzflächen mit a, die der 
vierjeitigen mit 5 u. ſ. w., ſo muß 


ee a a ã —òðâ¹éwê̈ En a Sa Er Ei 


fein. Es iſt aber auch, wenn man, wie im vorigen une die Zahl der 
Kanten mit , die der Grenzflächen mit F bezeichnet, 


21 30 ＋ 40 ＋ be 4 6d ＋ e 4 8/ 1 90% .und 
Fa TDTerd Ter daher 
2 (K F) = d ＋ 20 ＋ 30 ＋ 4d ＋ 5e 


Nach dem Euler'ſchen Satze iſt K — F = E 2, alſo 
4 (E — 2) = 24 ＋ 40 ＋ 60 ＋ 8d ＋ Wer: - © 


Vergleicht man dieſe Summe mit der obigen 24 + 45 + 46 + 64d 
+ 6e .. ſo ergibt ſich, daß 4 (f — 2) größer als dieſe letztere, alſo 
auch jedenfalls 4 (E — 2) > u oder n —AE — 8 und um jo mehr 
n T 45 ſein müſſe, was dem Obigen » — 4E widerſpricht. Es kön⸗ 
nen daher nicht alle Körperecken hinſichtlich der Neigungswinkel ver⸗ 
ſchieden ſein. 


2. Fall. Nur einige Körperecken ſeien verſchieden, die übrigen gleich. 
SABCDE ſei eine dieſer letztern, die in P und P vorkommt. Nimmt man 
dieſe Körperecke S in beiden Polyedern weg und ſchließt die Oeffnung 
ABCDE durch eine convexe polyedriſche Fläche (Lehnſatz 4), jo werden die 
Polyeder P und 7, durch C und 0“ erſetzt, die weniger Grenzflächen, 
weniger Ecken und weniger Kanten haben als jene. Die Grenzflächen dieſer 
neuen Polyeder ſind beziehlich congruent wie die der vorigen. Fährt man 
ſo fort, ſo gelangt man (da die Polyeder P und P' als nicht congruent und 
nicht ſymmetriſch angenommen werden) nothwendig zu zwei letzten converen 
Polyedern, T und T’, deren Grenzflächen alle beziehlich congruent find und 
in welchen kein Körperwinkel des einen einem Körperwinkel des anderen, 
rückſichtlich der Neigungswinkel an den Kanten derſelben, gleich iſt. Der 
zweite Fall iſt ſomit auf den erſten zurückgeführt und eben ſo unmöglich 
wie dieſer. 
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Demnach müſſen alle Körperwinkel des einen Polyeders denen des 
anderen der Ordnung nach gleich und die Polyeder jelbft entweder congruent 
oder ſymmetriſch ſein. 


— — 


B. Beweis des Satzes III., 33. 


„Die Anzahl der zur völligen Veſtimmung eines Belhebers r 
Stücke iſt gerade der Zahl ſeiner Kanten gleich.“ ü 


Beweis. Angenommen, das Polyeder ſei von einer beſtimmten Art, 
d. h. man kenne die Zahl ſeiner Grenzflächen, die Anzahl der Seiten einer 
jeden und die Ordnung, in der ſie an einander liegen. Es kommt dann 
nur darauf an, zu unterſuchen, wie viele Stücke (Linien und Winkel) wirklich 
noch gegeben ſein müſſen, um das Polyeder als ein ganz beſtimmtes zu 
conſtruiren. s 


Zu dieſem Zwecke ſehe man eine der Grenzflächen, um auf ſie die 


Eckpunkte der übrigen zu beziehen, als Grundfläche des Polveders an. Sie 


habe n Seiten; zu ihrer Beſtimmung ſind alſo (Planim. II., 11) 2n — 3 
Stücke nöthig. Außerhalb dieſes „Eckes liegen E— „ Ecken des Polyeders. 
Zur Beſtimmung der Lage eines Punktes im Raume gegen eine gegebene 
Ebene find aber immer 3 Stücke (Linien oder Winkel) noͤthig; dieſes würde 
3 (E — n) und, mit denen der Grundfläche zuſammen gerechnet, im Ganzen 
3 (E — n + 2, — 3 3E — — 3 Beſtimmungsſtücke erfordern. 
Dieſe Zahl iſt aber zu groß. Bezeichnet man nämlich die Seitenzahl der 
übrigen Grenzflächen durch 1“ „/ , , jo liegen immer n‘, 1% 1, 

. Eden des Polyeders in einer Ebene. Die Lage einer Ebene iſt aber 
ſchon durch drei Punkte völlig beſtimmt, und, wenn alſo die Lage der Ebene 
des „ Eckes einmal durch drei Punkte beſtimmt iſt, ſo braucht man zur 
Beſtimmung der übrigen „“ — 3 Eckpunkte jenes Vieleckes nur noch 26 — 3) 
Beſtimmungsſtücke. Oben wurden 3 ( — 3) solcher Stücke für dieſe 
3 „ — 3 Eckpunkte, alſo n“ — 3 zu viel gerechnet; dasſelbe gilt eben jo 
für alle übrigen Grenzflächen mit u“, „“ ... Seiten. Von der obigen 
Zahl 3E — n 3 muß alſo, um die richtige Zahl = der nöthigen Beſtim⸗ 
mungsſtücke zu erhalten, die Summe (n' — 3) (n“ — 3) + (nm — 3) 
in Abzug gebracht werden, oder es iſt: 
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„ 3 = 3 — % — 3) — 15 — 9 — 6. — 8) — 
oder 1 3B 0 " „ EIER 10 
Aber n ＋ n. ＋ n“ = 2K, wo K die Zabl der Kanten, F die 
der Grenzflächen des Run Wahn daher: 

z=3E—- 2K ＋ 37 6 3 (E ＋ F) 21 — 6. 

Nach dem . Satze iſt E . F = M A. 2, folglich: 
3 (KA ＋ ) 21 — 6 = K. 

Die Zahl der . iſt alſo der Zahl der Kanten gleich. 


Bemerkung. Aus dem Satze darf man nicht ſchließen, daß durch jede 
beliebige K Stücke ein Polyeder völlig beſtimmt werde, indem ja z. B. ein 
Prisma es nicht durch ſeine Kanten allein iſt; der Sinn iſt nur der, daß die 
Anzahl der nöthigen Beſtimmungsſtücke eben jo groß wie die Zahl der 
Kanten ſei, wobei es aber weiter auf die richtige Auswahl dieſer Stücke an- 
kommen würde. 5 


Anhang IV. 


Sätze und Aufgaben über das Tetraeder (die dreiſeitige Pyramide). 


1. Satz. Durchſchneidet man die 
Seiten eines Tetraeders ABCD durch 
eine Ebene mpno, welche zwei gegenüber⸗ 
ſtehenden Kanten AB und DC parallel iſt, 
fo iſt das hierdurch entjtehende Parallelo⸗ 
gramm mpno. ein Maximum, wenn die 
Durchſchnittsebene von den beiden Kanten 
gleich weit abſteht, oder wenn m, p, n 
und 0 die Mitten der Kauten ſind. 


Fig. 176. 


Beweis. Sämmtliche Durchſchnittsparallelogramme, welche den Kanten 
AB und DC parallel find, haben gleiche Winkel, verhalten ſich alſo dem 
Inhalte nach, wie die Rechtecke aus zwei an einander liegenden Seiten 
(Planim. V., 81). Dasjenige Parallelogramm iſt alſo ein Maximum, für 
welches das Rechteck mp - pn ein Maximum iſt. Es iſt aber: 
€ mp : AB = Dp : DB 
pn :DC=pB: DB; mithin: 
mp pn : AB: DC = Dy pB.: DB*. 


n 


| 
| 
| 
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Da A5. DC und P52 conſtant find, fo wird mp - pn ein Maximum, 
wenn Dy -pB ein Maximum iſt, wenn alfo p in der Mitte von DB liegt. 
(Planim. IV., 8, Zuſ.) 


Zuſatz. Je zwei von dem größten Querſchnitte mpno gleich weit 
entfernte Querſchnitte ſind einander gleich. d 


2. Satz. Die Summe der Quadrate zweier gegenüberſtehenden 
Kanten eines Tetraeders iſt gleich der doppelten Summe der Quadrate 
der Verbindungslinien der Mittelpunkte je zweier der anderen gegenüber⸗ 
ſtehenden Kanten. 


Der Beweis iſt mit Hülfe des Satzes III., 16 der Stereometrie und 
IV., 29, Zuf. der Planimetrie zu führen. 


3. Satz. In jedem Tetraeder iſt die Summe der Quadrate zweier 
gegenüberſtehenden Kanten nebſt dem vierfachen Quadrate der Geraden, 
welche ihre Mitten verbindet, gleich der Summe der Quadrate der übrigen 
Kanten. 

Um zu beweiſen, daß (ſ. Fig. 176) 402 ＋ DB? + 4po?= DC —+ AB? 
++ AD + BC?, ſuche man zuerſt mit Hülfe von IV., 29 Planim. die 
Summen DC? + C, dann AB® ＋ AD* zu bilden, wodurch ſich alsdann 
durch nochmalige Anwendung desſelben Satzes der Planimetrie die Richtigkeit 
der Behauptung ergibt. 


4. Satz. In jedem Tetraeder iſt die Summe der Quadrate der 
ſechs Kanten der Afachen Summe der Quadrate der drei Geraden gleich, 
welche die Mitten der gegenüberſtehenden Kanten verbinden. 


5. Satz. Sind drei Seitenflächen eines Tetraeders an der Ecke, 
wo ſie zuſammenſtoßen, rechtwinkelig, ſo iſt die Summe ihrer Quadrate 
dem Quadrate der vierten Seitenfläche gleich, vorausgeſetzt, daß man 
die Inhalte aller vier Seitenflächen nach einem gemeinſchaftlichen Maaße 
in Zahlen ausdrückt. 

Zum Beweiſe ſuche man den Inhalt zweier Seitenflächen durch ihre 


Katheten, den der dritten durch die Hypotenuſe und die Höhe auf derſelben 
auszudrücken. Die Richtigkeit der Behauptung ergibt ſich hiernach leicht. 


Bemerkung. Dieſer Satz entſpricht dem pythagoriſchen Lehrſatze. 
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6. Satz. Die durch eine Kante und die Mitte der gegenüber: 
liegenden gelegte Ebene theilt das Tetraeder in zwei gleich große Theile; 
die Durchſchnittsfläche iſt dabei kleiner als die halbe Summe der beiden 
nicht geſchnittenen Grenzflächen. 


Das Erſte folgt aus V., 12. Zum Beweiſe des zweiten projieire man 
die beiden letztgenannten Flächen auf die erſtere und bemerke, daß die Pro⸗ 
jection kleiner iſt, als die projieirte Ebene. 


Beweis leicht. 


7. Satz. Die Summe der Quadrate der drei au die Spitze eines 
Tetraeders ſtoßenden Kanten iſt dem dreifachen Quadrate der Verbindungs⸗ 
linie der Spitze mit dem Schwerpunkte von den Ecken der Grundfläche 
(I., 53 Planim.) nebſt der Summe der Quadrate der Abſtände dieſes 
Schwerpunktes von der Grundfläche gleich. 


Der Beweis des Satzes ſtützt ſich auf Plan. IV., 29 und X., 1 und 6. 


8. Satz. Errichtet man auf den Seitenflächen eines Tetraeders, und 
zwar im Mittelpunkte des einer jeden umgeſchriebenen Kreiſes Perpen- 
dikel, ſo treffen dieſe in einem Punkte zuſammen. 


Der Beweis leicht. 


9. Satz. Verbindet man jede der vier Ecken eines Tetraeders mit 
dem Schwerpunkte der gegenüberſtehenden Seitenfläche, jo durchſchneiden 
ſich die Verbindungslinien in einem Punkte, welcher der Schwerpunkt 
des Tetraeders heißt. Die Entfernung dieſes Schwerpunktes vom Schwer⸗ 
punkte der Grundflächen beträgt / der Verbindungslinie dieſes letzteren 
mit der gegenüberſtehenden Spitze des Tetraeders. 


Die Beweiſe mit Hülfe von Planim. II., 53 und V., 39 zu führen. 


Zuſatz. Sämmtliche Ebenen, welche durch die Kanten eines Tetraeders 
und die Mittellinien der Gegenſeiten gehen, durchſchneiden ſich in einem 
Punkte, dem Schwerpunkte. 


10. Satz. Der Durchſchnittspunkt der drei geraden Linien, welche 
die Mitten je zweier gegenüberſtehenden Kanten eines Tetrgeders mit 
einander verbinden (III., 16 Zuf.), iſt der Schwerpunkt des Tetraeders. 
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Beweis. Es ſei ABCD: das gege⸗ 
bene Tetraeder, m, u, o und p ſeien die Mit⸗ 
telpunkte der Kanten 40, AD, BD und 
BC. Man verbinde A und B mit der 
Mitte E der Kante CD. Die Durchſchnitte 
t und der Linien AE und BE mit mu 
und po ſind offenbar die Mitten von mn 
und po. Die Mitte s der Verbindungs⸗ 
linie tw iſt derſelbe Punkt, in welchem ſich 
die Diagonalen des Parallelogrammes vn 
treffen, in welchem ſich alſo ſämmtliche Ver⸗ 
bindungslinien der Mitten je zweier gegen: 
über ſtehender Kanten kreuzen. Dieſer Punkt s iſt zugleich der Schwerpunkt 
des Tetraeders; denn zieht man As bis zum Durchſchnitte » mit BE, fo iſt: 


su = 4ut = 4AB, alſo ru = 4rB, oder ru = zu; 
7 


hieraus und weil uB = E, folgt leicht rE = BE. Der Punkt r iſt 
ſomit der Schwerpunkt des Dreieckes 80. Da ferner su = 4AB, ſo tft 
rs = 4rA, ſomit s der Schwerpunkt des Tetraeders (S. 9). a 


11. Satz. Die Summe der Quadrate aller ſechs Kauten eines 
Tetraeders iſt der vierfachen Summe der Quadrate der Verbindungslinien 
des Schwerpunktes des Tetraeders mit den Eckpunkten desſelben gleich. 


Aus Satz 7 zu beweiſen. 
12. Aufgabe. Eine Kugel zu conſtrniren, welche die Seitenflächen 
eines gegebenen Tetraeders berührt. 


Die Auflöſung geſchieht mit Hülfe des Durchſchnittes dreier Ebenen, 
welche die von einer Seitenfläche mit den drei benachbarten gebildeten Flüchen⸗ 
winkel halbiren. 


Zuſatz. Sämmtliche ſechs Ebenen, welche die Flächenwinkel an den 
Kanten des Tetraeders halbiren, ſchneiden ſich in einem Punkte. 
Wie viel Kugeln gibt es, welche die Seitenflächen eines Tetraeders oder 


deren Erweiterungen berühren können? 


13. Sa b. Sämmtliche Ebenen, welche auf deu Kanten eines 
Tetraeders in ihren Mitten ſenkrecht ſtehen, treffen in einem Punkte, 
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8 den wee. der um das Zetracher beſchriebenen Kugel, zu⸗ 
ſammen. 17 n 


Beweis leicht. 

14. Satz. Legt man durch den Halbirungspunkt einer jeden Kante 
eine Parallele mit der gegenüberſtehenden Kante, ſo entſteht ein neues 
Tetraeder, welches dem gegebenen Tetraeder congruent iſt. 


Anleitung zum Beweiſe. Zieht man durch die Halbirungspunkte p 
und n der halbirten Kanten, BD und BC, des Tetraeders 4800 (Fig. 176) 
mit den gegenüberſtehenden Kanten 40 und AD zwei parallele Linien, fo läßt 
ſich leicht nachweiſen, daß dieſe Linien, weil pn || mo, in einer Ebene liegen, 
welche der Ebene des Dreieckes DAC parallel iſt, und daß dieſelben ſich in einem 
Punkte A’ treffen, jo daß A An I A Amo. Man erhält alſo hierdurch 
einen dem Punkte A correſpondirenden Punkt 4“. Auf dieſelbe Weiſe erhält 
man die übrigen correſpondirenden Punkte 5“, C' und D‘, und es läßt ſich 
leicht darthun, daß das hierdurch entſtehende Tetraeder dem gegebenen con⸗ 
gruent ift. 

1. Zuſatz. Dasſelbe Tetraeder wird man erhalten, wenn man durch 
die vier Seiten des Parallelogramms mpno mit den gegenüberſtehenden 
Seitenflächen des Tetraeders parallele Ebenen legt. 


2. Zuſatz. Beide Tetraeder haben denſelben Schwerpunkt. 
Der Beweis ſtützt ſich auf Satz 10. 
3. Zuſatz. Die Mittelpunkte der um beide Tetraeder beſchriebenen 
Kugeln liegen mit dem Schwerpunkte in gerader Linie, und zwar ſo, daß 
letzterer in der Mitte zwiſchen den beiden erſten liegt. 


Der Beweis iſt durch Umdrehung des einen Tetraeders um den gemein⸗ 
ſchaftlichen Schwerpunkt bis zur Deckung mit dem anderen Tetraeder zu führen. 


15. Satz. Halbirt man die ſechs Kanten eines Tetraeders und legt 
durch jeden Halbirungspunkt eine Ebene ſenkrecht gegen die gegenüber⸗ 
ſtehende Kante, ſo ſchneiden ſich dieſe ſechs Ebenen in einem Punkte. 


Beweis. Legt man durch den Halbirungspunkt einer jeden Kante mit 
der gegenüberſtehenden Kante eine Parallele, ſo kann der Beweis dieſes Satzes 
auf die Sätze 14 und 13 geſtützt werden. 


Zuſatz. Der Durchſchnittspunkt der ſechs Ebenen liegt mit dem 
Schwerpunkte des Tetraeders und dem Mittelpunkte der um das Tetraeder 
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beſchriebenen Kugel auf einer geraden Linie, und zwar ſo, daß der Schwer⸗ 
punkt in der Mitte liegt. 


Der Beweis gründet ſich auf Satz 14, 3. Zuſ. 


16. Satz. Stehen in einem beliebigen Tetraeder zwei Paar gegen⸗ 
überſtehender Kanten auf einander ſenkrecht, ſo gilt dasſelbe auch vom 
dritten Paare. (Fig. 178.) 

Fig. 178. Beweis. Es ſei AB IDC, 40 1 BD. 
Um zu beweiſen, daß AD _L BC ſei, fälle 
man von A und B auf DC, und von A 
und C auf BD Senkrechte. Daraus, daß 
AB | DC, ergibt ſich, daß die aus A 
und B gefällten Senkrechten in einem 
Punkte E der Linie DC zuſammentreffen, 
und eben fo ergibt ſich daraus, daß 40 L BD, 
daß die aus A und C auf BD gefällten Senk⸗ 
rechten in einem Punkte 6 der Linie BD 
zuſammenſtoßen. Verbindet man 4 mit dem 
Durchſchnitte o der Linien BE und C6, fo iſt 40 der Durchſchnitt der beiden 
auf 500 ſenkrecht ſtehenden Ebenen 460 und AEB, mithin ſteht 40 auf 
der Ebene BDC ſenkrecht. Verlängert man nun noch die Linie Do bis 
zum Durchſchnitte H mit BC, fo iſt, da DH BC (Planim. II., 52), auch 
AH BC Stereom. I., 26). Die Linie BC ſteht alſo auf der Ebene des 
Dreieckes ADH ſenkrecht, ſomit BC I AD. 


17. Satz. Stehen in einem Tetraeder ABCD zwei gegenüberſtehende 
Kanten auf einauder ſenkrecht, fo ſchneiden ſich jedes Mal die von den 
beiden Endpunkten einer der Kanten auf die gegenüberftehenden Seiten: 
flächen gefällten Senkrechten in einem Punkte. 


Beweis. Steht 40 (Fig. 178) auf BD ſenkrecht, fo werden die 
Perpendikel von A und C auf BD dieſe BD in einem Punkte & treffen. 
Leicht iſt hiernach einzuſehen, daß die Ebene des Dreieckes 460, welche auf 
BD ſenkrecht ſteht, ſowohl das Perpendikel von A auf DBC, als das von 
C auf ADB enthalten müſſe, daß alſo die beiden Perpendikel ſich nothwendig 
ſchneiden müſſen. — Eben fo werden die beiden anderen von 5 auf 


ADC und von D auf ABC gefällten Perpendikel in ein em Punkte ſich 
ſchneiden. 
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18. Satz. Durchſchneiden ſich die von den Endpunkten einer Kante 
auf die gegenüberſtehenden Seitenflächen gefällten Perpendikel in einem 
Punkte, jo ſteht jene Kante auf der gegenüberliegenden Kante ſenkrecht. 
Umkehrung des vorhergehenden Satzes. 


19. Satz. Durchſchneiden ſich in einem Tetraeder zwei Höhenperpen⸗ 
dikel, jo ſchneiden ſich auch die beiden übrigen. — Leicht. 


20. Satz. In einem Tetraeder, deſſen gegenüberſtehende Kanten 
paarweiſe auf einander ſenkrecht ſtehen, durchſchneiden ſich ſämmtliche 
Höhenperpendikel in einem Punkte. 


Der Beweis leicht. a \ 


21. Satz. Durchſchneiden ſich in einem Tetraeder drei Höhenperpen⸗ 
dikel in einem Punkte, ſo geht das vierte durch denſelben Punkt. 


Beweis mit Hülfe der vorhergehenden Sätze leicht. 


22. Satz. Berührt eine Kugel die ſechs Kanten eines Tetraeders, 
jo find die drei Summen paarweiſe gegenüberſtehender Kanten einander 
gleich. 

Der Beweis leicht, wenn man den Satz zu Grunde legt, daß die von 


einem Punkte außerhalb einer Kugel an dieſelben gelegten berührenden Geraden 
einander gleich ſind. 


23. S a tz. Umgekehrt: Sind die drei Summen paarweiſe gegenüber⸗ 
ſtehender Kanten einander gleich, ſo berührt eine Kugel, welche drei in 
derſelben Ecke zuſammenſtoßende Kanten und eine der drei übrigen 
berührt, auch die beiden anderen dieſer übrigen Kanten. 


Der Beweis iſt indirect zu führen. 

24. Aufgabe. Eine Kugel zu conſtruiren, welche die ſechs Kanten 
eines Tetraeders berührt. 

Auflöſung leicht. — Determination. 

25. Satz. Berührt eine Kugel die ſechs Kanten eines Tetraeders, 


ſo iſt jede der von der Spitze des Tetraeders an die Kugel gehenden 
Berührenden gleich einem Drittel der Summe der an jene Spitze ſtoßenden 
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Kanten vermindert um ein Sechstel der Summe der die Grundfläche um: 
ſchließenden Kanten. 

Der Beweis leicht. A 

26. Satz. Der geometriſche Ort für alle Punkte im Raume, deren 
Summe der Quadrate der Entfernungen von den Eckpunkten eines Tetra⸗ 
eders eine conftante iſt, iſt eine Kugelfläche, deren Mittelpunkt der Schwer⸗ 
punkt des Tetraeders iſt. i 


Der Beweis leicht mit Hülfe der Planim. IV., 29 und X., 6. 


27. Aufgabe. Durch einen Punkt B in der Kante SR einer belie⸗ 
bigen dreiſeitigen Körperecke 5 eine Ebene BAC jo zu legen, daß die drei 
an S ſtoßenden Seitenflächen des Tetraeders gleichen Inhaltes werden. 


Fig. 179. 
8 Auflöſung. Iſt ABC (Fig. 179) die ver⸗ 


langte Ebene und find die drei Seitenflähen SAB, 
SBC und S4 einander gleich, jo müſſen offen⸗ 
bar die auf denſelben ſtehenden Höhenperpendikel 
des Tetraeders auch einander gleich werden. Da 
die Senkrechte von B auf SAC bekannt iſt, jo 
kommt es nur darauf an, auf SP und SQ Punkte 
A und C zu finden, deren Abſtände von den 
gegenüberſtehenden Seitenflächen bekannt find. 


Man verſuche die Aufgabe durch eine ebene Conſtruction nach Anleitung 
von I., 70 zu löſen, wenn die drei Winkel BSP, OSB und P50 in einer 
Ebene neben einander liegen und SB als bekannt angenommen wird. 


28. Satz. Fit SABC (Fig. 179) ein Tetraeder, deſſen Seitenflächen 
SAB, She und 84 einander gleich find, jo iſt die Summe der Perpen⸗ 
dikel, welche von einem beliebigen Punkte O in der Ebene der Grundfläche 
ABC auf die drei Seitenflächen gefällt werden, conjtant, 


Beweis. it jedes der drei gleichen von A, B und C auf die gegen: 
überſtehende Seitenfläche gefällten Perpendikel = h, heißen ferner die von 
O auf SBC, SCA und SAB gefällten Perpendickel A, 4’ und *“ und 
bezeichnet man jede der Seitenflächen SAB, SCA und SBC mit P und den 
Inhalt der Pyramide mit J, ſo iſt: 
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N 3J = Ph und: 
3 = Pr + PH + pP u 05 + * + 4"); folglich: 
n = , T M. +“, 


J. Zuſatz. Der Satz findet nicht allein für die Punkte innerhalb 
der Grundfläche ABC, ſondern auch für alle Punkte außerhalb derſelben 
Statt; leicht iſt darzuthun, daß alsdann ſtatt 4’ + „ + , je nach der 
Lage des Punktes 0 entweder „ ＋ „ — % oder 1.7 , ＋ „,, oder 
auch , — , — , u. ſ. w. zu ſetzen iſt. 


2. Zuſatz. Jede mit der Grundfläche ABC der Pyramide SABC 
parallele Ebene iſt der geometriſche Ort für alle Punkte, für welche die 
Summe der Abſtände von den vier Seitenflächen des Tetraeders con— 
ſtant iſt. 


Beweis leicht. 


29. Aufgabe. Auf der Seitenkaute SA eines beliebigen Tetraeders 
SABC einen Punkt H zu finden, fo daß die Summe der Abſtünde dieſes 
Punktes von den gegenüberſtehenden Seitenflächen SBC und ABC einer 
gegebenen geraden Linie p gleich werde. 


Auflöſung. Beſtimmt man Fig. 180. 
auf den drei Kanten BA, BS und 
BC der an die Grundfläche ſtoßenden 
körperlichen Ecke B die drei Punkte 
M, N und O, jo daß die Perpendikel 
von denſelben auf die gegenüber⸗ 
ſtehenden Seitenflächen der Ecke der 
gegebenen Linie p gleich werden, jo 
wird die durch MNO gelegte Ebene 
die Linie SA in einem Punkte H treffen, der nach dem vorigen Satze die 
verlangte Eigenſchaft hat. Dieſen Durchſchnittspunkt wird man aber am 
einfachſten durch Verbindung des Punktes / mit N erhalten, wobei alſo 0 
überflüſſig iſt. 


30. Aufgabe. Den geometriſchen Ort aller Punkte zu finden, für 
welche die Summe der Entfernungen von den vier Seitenflächen eines 
Tetraeders SDGL eiuer gegebenen Linie p gleich wird, 
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Auflöſung. Man ſuche auf den 
Seitenkanten SG, SD und SL der gegebe⸗ 
nen Pyramide drei Punkte g, NM und N, 
ſo daß die Summe der Perpendikel von 
jedem dieſer Punkte auf die gegenüber⸗ 
ſtehenden Seitenflächen = p werde (29). 
Legt man nun durch M, g und N eine Ebene 
uh ſo iſt dieſelbe der verlangte geo- 
metriſche Ort. 


Beweis. Es mögen der Abkürzung 
wegen die von einem beliebigen Punkte m 
auf die den Ecken 8, D, 6, L gegenüber⸗ 
ſtehenden Seitenflächen Z, 4, I, A gefäll⸗ 
ten Perpendikel bezüglich mit „E, ma, m und m bezeichnet werden. 
Durch den Punkt 9 ſei eine Ebene 49/, parallel der Grundebene DGL gelegt, 
und der Abſtand eines beliebigen Punktes m von dieſer Ebene dg! ſei mit 
mo bezeichnet. Bei dem Beweiſe find zwei Fälle in Bezug auf die Lage des 
Punktes in der Ebene MNg zu unterſcheiden. Der Punkt m liegt nämlich 
entweder auf dem Umfange des Dreieckes MNg oder nicht. 


I. Es möge m auf der Linie Ng liegen. Es iſt alſo nach der einge: 
führten Bezeichnungsweiſe darzuthun, daß: N 
m + mA + mT = p fü. 
Nach der Vorausſetzung iſt: 
9T ＋ = = MA ＋ MA = p (J). 
Zieht man 92 ab, jo wird: 
T = Mo ＋ N 2). 
Man lege durch m eine Ebene msn || MSN, alsdann entſteht eine Pyramide 
gmsn, der MSN ähnlich iſt, und für beide Pyramiden iſt die Ebene ga / 
eine ähnlich liegende. Es haben ſomit die Punkte 9, m, s und » in Bezug 
auf ihre Entfernungen von den Gegenflächen des Tetraeders und der Ebene 
gal dieſelben Eigenſchaſten wie die correſpondirenden Punkte 9, M, S, & in 
Bezug auf ihre Gegenflächen und dieſelbe Ebene 94“. Bezeichnet man die 
Abſtände des Punktes 9 von der Ebene smn mit 9, fo wird alſo entſprechend (2): 
g/ mo + mA (3). 
Setzt man m hinzu, jo iſt 
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n u 9/y d. i. 91 = mo ＋ mA ＋ mr (4). 

Sen man nun 92 hinzu und berückſichtigt, daß mo + 92 = mZ, fo iſt: 
91 ＋ gE=m2+mI+ mr (5). 

Da aber 91 ＋ 9e = p iſt, fo hat der Punkt m der Linie 9 die 
Eigenſchaft, daß die Summe der Entfernungen desſelben von den Seiten— 
| 8 des Tetraeders = p iſt. Da md = 0 iſt, ſo ift alſo: 

m ＋ MI ＋ Mu ＋ M = p (6). 

II. Es liege der Punkt en innerhalb des Dreieckes Ng N. 

Man verbinde N mit n, verlängere An bis zum Durchſchnitte m mit 
M, ziehe ne || Ng, nb || NM und vollende über „eb das dem Tetraeder S/ 
ähnliche Tetraeder abne, 
endlich lege man noch 
durch e mit del die paral⸗ 
lele Ebene hei. Man be⸗ 
zeichne die aus a, b und 
n auf die Ebene hei ge: 
fällten Perpendikel mit 4, 
bæ und na, die von 5, „ 
und e auf die gegenüber⸗ 
ſtehenden Seiten des Te⸗ 
traeders aben gefällten 
Perpendikel mit bp, nv, ee. 
Es iſt nun: 


Fig. 182. 


m ＋ A ＋ NT ＋ S = M ＋ NA (7). 
Zieht man 92 von beiden Seiten ab, fo wird, da mE — 92 = mo: 
mo ＋ md + IT = NO + NA (8). 
Da die beiden Tetraeder aben und SMgN ähnlich find und der Punkt m 
für beide ein ähnlich liegender Punkt ift, ſo muß (8) entſprechend auch: 
me + mß + me = na + u ſein (9). 
Setzt man zu beiden e hinzu, fo muß, 
da ma ＋ e = mR, na ＋ ee e if: 
mZ + mß + me nu fein (10). 
Setzt man ferner e = nA beiderſeits hinzu, und berüdjichtigt, daß 
mg + ed = mA, ſo iſt: 
m ＋ mIS + me = n2 + n1+n4S (11). 
Fügt man nun noch endlich BT = u beiderſeits hinzu, und berückſichtigt 
man, daß me + bl = mT iſt, jo wird: 
Heis u, Eſchweiler. U. 13 
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m + mA mT = mE T n T Auf MM). 
Es iſt aber nach dem erſten Falle b 
M + mA m = p, folglich: 
n TNT = p. 
Zuſatz. Leicht läßt ſich erkennen, wie der Satz ſich umändert, wenn 
der Punkt m zwar in der Ebene des Dreieckes 9 MY, aber außerhalb der 
Dreiecksfläche zu liegen kommt. | 


31. Satz. Die Linie, welche die Mittelpunkte zweier gegenüber⸗ 
ſtehenden Kauten eines Tetraeders verbindet, halbirt jede durch dieſelbe 
und durch zwei andere gegenüberſtehende Kanten gehende Gerade. 


Beweis. Eine gerade Linie treffe die Verbindungslinie EF der Mit⸗ 
telpunkte E und F der Kanten AB und DC in O, die gegenüberſtehenden 
Kanten 40 und B) in 6 und H. Zum Beweiſe, 
daß GO = OH ſei, denke man ſich durch die bei⸗ 
den windſchiefen Linien 40 und BD Parallel⸗ 
ebenen conſtruirt. Legt man durch einen der 
Halbirungspunkte, etwa E, eine parallele Ebene 
mit jenen beiden, ſo muß dieſelbe offenbar auch 
durch den andern Halbirungspunkt F gehen (I., 
41). Es geht ſomit dieſe Ebene ſowohl durch die 
Linie EF als durch den Punkt 0 und halbirt 
alſo auch nach demſelbigen obigen Satze (L, 4l) 
die GH in 0. 

1. Zuſatz. Der obige Satz läßt ſich auch ſo ausdrücken: Durchſchneidet 
in einem windſchiefen Vierecke eine gerade Linie die Verbindungslinie 
der Mittelpunkte zweier gegenüberſtehenden Seiten, und zugleich die beiden 
anderen gegenüberſtehenden Seiten, ſo wird dieſelbe von jener Verbindungs⸗ 
linie halbirt. 

2. Zuſatz. Legt man durch die Verbindungslinie EI eine beliebige 
Ebene, jo halbirt die Linie E das durch den Durchſchnitt der Ebene mit 
den Seiten des Tetraeders entſtehende Viereck. 


Fig. 183. 


Der Beweis leicht. 


32. Satz. Jede durch die Verbindungslinie der Mittelpunkte E und 
F zweier gegenüberftehenden Kanten eines Tetraeders gehende Ebene GEHF 
halbirt das Tetraeder. 


| N 1 Man verbinde B und 0 mit Fig. 184. 
8 E, jerner A und D mit F. Da die von den End⸗ 7 

i punkten der in E halbirten Linie 4 auf die 
durch E gehende Ebene GEHF gefällten Per: 
pendikel einander gleich find, fo haben die bei- 
den Pyramiden AEHF und DGEF gleiche Höhen, 
und da fie nach dem vorhergehenden Satze Zuſ. 2 
auch noch gleiche eee, EHF und GEF 
haben, fo iſt: i 

1) Pyramide AEHF = DEF; eben fo iſt: 
2 Pyramide BEFG = CEHE. 

Es iſt aber Pyramide AFDB = 1 ACDB = BDCE, folglich wenn 
man von der een und dritten Ppramide das gemeinſchaftliche Stück REF D 
wegnimmt: oh 

3) Pyramide AEFB = DEFC, 

Durch Addition von 1, 2 und 3 erhält man: 

A EEH = CDGEFH. 


Oder einfacher: 
LABCD= ABDF= ABEFG+-EFDG= ABEFG+EFHA= AHFGB, alſo: 
| AHFGB = Ab. 


Anhang a. 
Stereosraphiige Projection. 


A. Allgemeine Sätze. 


Unter ſtereographiſcher Projection verſteht man die perſpectiviſche 
Entwerfung der Kugelfläche auf die Ebene eines ihrer größten Kreiſe, wenn 
dabei der Ort des Auges (das Projectionscentrum), von dem aus die Ent- 
werfungslinien gezogen werden, in einem der beiden Pole oder ſphäriſchen Mit- 
telpunkte jenes Kreiſes genommen wird. Dieſer Kreis heiße kurz der Grund— 
kreis; ſeine Ebene iſt die des Entwurfs oder die Projectionsebene, wird 
auch wohl kurz die Tafel genannt; ſeine Mitte iſt der ſogenannte Augen— 
punkt. Dieſem gerade gegenüber auf der Kugel liegt die Mitte der zu pro— 
jicirenden Kugelhälfte; die Projection dieſer Mitte fällt in den Augenpunkt. 

5 13 * 
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Die ſtereographiſche Projection zeichnet ſich durch die folgenden Eigen⸗ 
ſchaften aus, welche ſie zur Entwerfung von Theilen der künſtlichen Erd⸗ und 
Himmelskugel beſonders brauchbar macht. 

1. Die Projection eines Kugelkreiſes, welcher durch das Auge geht, 
iſt eine gerade Linie, deren Richtung die Mitte des Grundkreiſes trifft. 

Denn da der Kreis durch das Auge geht, ſo fallen alle Entwerfungs⸗ 
linien nach ihm in ſeine Ebene. Die Projection des Kreiſes iſt daher die 
Durchſchnittslinie dieſer Ebene mit der Tafel, und dieſe geht durch den 
Augenpunkt oder die Mitte des Grundkreiſes. 

2. Die Projection eines der Tafel parallelen Kreiſes iſt ein Kreis, 
deſſen Mittelpunkt der des Grundkreiſes iſt. 

Da nämlich der Kreis der Tafel parallel ſein ſoll, ſo iſt der Kegel, in 
welchen alle Entfernungslinien dieſes Kreiſes fallen, ein gerader, deſſen Baſis 
der Tafel parallel iſt. Der Durchſchnitt der Tafel mit dieſem Kegel d. i. die 
Projection des in Rede ſtehenden Kreiſes iſt daher (IV., 22, c.) ſelbſt ein 
Kreis, deſſen Mittelpunkt in der Achſe des Kegels, alſo auch in der Mitte 
des Grundkreiſes liegt. 

3. Auch die Projection jedes anderen der Tafel nicht parallelen 
Kugelkreiſes iſt, wofern er nicht durch das Auge geht, ſelbſt ein Kreis. 

Denn die vom Auge aus nach dem Umfange des projicirten Kreiſes 
gezogenen Entwerfungslinien liegen im Mantel eines ſchiefen Kegels, deſſen 
Spitze das Auge und deſſen Baſis jener Kreis iſt. Dieſem Kegel iſt die 
Kugel umgeſchrieben, und da der nach dem Auge gehende Radius dieſer 
Kugel ſenkrecht auf der Projectionsebene oder Tafel ſteht, ſo iſt nach IV., 32 
der Durchſchnitt dieſer Tafel mit dem Kegel ein Wechſelſchnitt des letzteren, 
alſo nach IV., 31 ein Kreis. 

4. Die Mittelpunkte der Projectionen aller Kugelkreiſe, die eine 
gemeinſchaftliche Sehne haben, nach welcher ihre Ebeuen ſich ſchneiden, 
liegen in einer geraden Linie, welche auf der Projection jener Sehne, und 
zwar in deren Mitte, ſenkrecht ſteht. 

Dieſer Satz iſt eine Folge der zwei vorhergehenden: denn dieſen gemäß 
find die Projectionen der Kugelkreiſe ſelbſt Kreiſe und die Projection einer 
Sehne jener iſt eine Sehne dieſer; die Projection der gemeinſchaftlichen Sehne 
jener Kreiſe iſt daher auch eine gemeinſchaftliche Sehne der Projectionen; die 
Mittelpunkte der letzteren liegen daher nach Plan, II., 13, Zuſ. 1 auf einer 
geraden Linie, welche die letztgenannte Sehne halbirt und darauf ſenk⸗ 
recht ſteht. 
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5. Die Projectionen zweier beliebigen Kugelkreiſe ſchneiden ſich unter 
demſelben Winkel, wie dieſe Kreiſe ſelbſt. 

Beweis. A ſei ein Punkt der Kugelfläche, in welchem zwei Kreiſe 
derſelben (größte oder kleine) ſich ſchneiden; AB und AD ſeien zwei Tangenten 
dieſer Kreiſe, beide bis zur Tafel gezogen, welche von ihnen in B und D 
getroffen wird. Der Winkel BAD iſt alſo 
derjenige, unter welchem die durch 4 gehen⸗ Fig. 185. 
den zwei Kugelkreiſe ſich ſchneiden. Die 
durch 00 (0 Ort des Auges) und CA 
gelegte Ebene OCA ſchneide die Tafel nach 
CK, und dieſe Durchſchnittslinie begegne 
der BD in K. Zieht man KA und KO, 
fo iſt KA der Durchſchnitt der Ebene OCAK 
mit der Ebene BAD. OA treffe CK und 
alſo auch die Tafel in E. Zieht man EB 
und ED, fo find dieſe Linien die Projec⸗ 
tionen der Tangenten AB und AD und 
der Winkel BED iſt die Projection des 
Winkels BAD. Es iſt zu beweiſen, daß 
dieſe Winkel BED und BAD gleich groß find. 

Da 00 auf der Ebene BED (der Tafel) und CA auf der Ebene BAD 
ſenkrecht ſteht, fo find die Ebenen BAD und 500 beide ſenkrecht auf dieſer 
Ebene OCAK; daher iſt auch ihr Durchſchnitt BD ſenkrecht auf dieſer Ebene, 
und alfo BD ſenkrecht auf KO, KC und KA. Es iſt aber dabei KE = KA. 
Denn da 00 = CA, fo iſt X COA = CA,; aber COA + OEC 
= R, da 0C 1 CK, und CAO + EAK =R, da CA 1 AK; folg⸗ 
lich iſt auch X OEC = EAK, oder KEA = KAE, und mithin KA = KE, 
Hieraus nun und da KA und A beide ſenkrecht auf DB ſtehen, folgt die 
Congruenz der Dreiecke EBD und 40, aus dieſer die Gleichheit der Winkel 
BED und BAD ). 5 

Noch einfacher iſt folgender Beweis: Durch O ſei eine mit der Tafel 
parallele, die Kugel alſo berührende, Ebene gelegt und dieſe werde durch die 
Verlängerung von AB in B’, durch die von AD in PD“ getroffen. Zieht man 
OB’ und OD’, fo iſt (T., 39) OB’|| EB, OD’ || ED. Nun ſchneiden aber die 


) Anm. Man vergleiche mit dieſem Beweiſe den unnütz weitſchweifigen und 
ſchwierigen Beweis in Klügel's Math. Wörterbuch, Band IV., S. 475-477. 
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beiden Ebenen OAB’ und 040“ die Kugel in Kreiſen, welche ſich (II., 20 6) 
unter gleichen Winkeln durchſchneiden und dieſe Winkel ſind die ihrer Tan⸗ 
genten an 0 und A, daher iſt & 6⁴0 0“ und alſo auch X BED= B’AD’ 
oder BAD. Winkel BED iſt aber die Projection von BAD. 

Zuſatz. Aus der eben bewieſenen Eigenſchaft der ſtereographiſchen 
Projection folgt, daß die Projectionen der kleinſten Theile der Kugelfläche 
ihrem Urbilde auf der Kugel ähnlich ſind. Auf Landkarten, welche nach der 
ſtereographiſchen Projectionsart gezeichnet ſind, haben alſo die Grade der 
Länge zu denen der Breite überall nahe das richtige Verhältniß, d. h. nahe 
dasſelbe, wie auf der Kugel. Dieſe Eigenſchaft, verbunden mit der, daß die 
Projectionen der Kugelkreiſe wieder Kreiſe ſind, macht die ſtereographiſche 
Entwerfungsart zu Land- und Himmelskarten beſonders empfehlungswerth. 


B. Aufgaben. 


6. Die Projection eines kleinen, der Tafel parallelen Kugelkreiſes 
zu finden, wenn ſein ſphäriſcher Abſtand von dem ihm parallelen größten 
Kreiſe (hier dem Grundkreiſe) gegeben iſt. 


Nach (2) dieſes Anhanges iſt die Projection ein dem Grundkreiſe 
concentriſcher Kreis. Hiernach ziehe man einen beliebigen Radius CA des 
letzteren und den darauf ſenkrechten CO, 
nehme von A an den Bogen AB gleich dem 
gegebenen ſphäriſchen Abſtande des zu 
projicirenden Kreiſes vom Grundkreiſe und 
verbinde B mit 0. Schneidet nun BO 
den Radius CA in D, ſo iſt der um € 
mit CD beſchriebene Kreis die verlangte 
Projection. — Den Grund dieſer Con⸗ 
ſtruction wird man gleich einſehen, wenn 
man ſich den auf der Tafel ſenkrechten und 
dieſe nach 4044 ſchneidenden größten Kugelkreis vorſtellt, in dieſem vom 
Auge aus eine gerade Linie nach dem Punkte zieht, worin dieſer Kreis den 
zu projicirenden Kreis trifft, und hierauf den genannten, durchs Auge gehen⸗ 
den Kreis, um 44“ dreht, bis er in die Tafel zu liegen kommt oder mit dem 
Grundkreiſe zufammenfällt. Das Auge kommt dabei in 0, jener Punkt in B 
zu liegen. D behält feine Lage auf CA. 


Fig. 186. 
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Fe. Wie Seller. eines größten Kreiſes zu finden, deſſen Durch⸗ 
schnitt mit dem Grundkreiſe gegeben iſt, und der mit dieſem einen gege⸗ 
benen Winkel macht 


; Auflöſung. Der gegebene Durchſchnitt 
iſt ein Durchmeſſer des Grundkreiſes; er ſei 
AB. Nach (4) muß der Mittelpunkt der Pro: 
jection, die ein Kreis iſt, in dem auf AB ſenk⸗ 
rechten Durchmeſſer DE liegen. Nach (5) muß 
dieſer Kreis den Grundkreis unter dem gegebe: 
nen Winkel ſchneiden; daher müſſen auch die 
an A oder B endigenden Halbmeſſer beider Kreiſe 
einen Winkel = mit einander machen. Man 
nehme deshalb von B an auf dem Grundkreiſe 
einen Bogen BM = 2 y, ziehe MA und beſchreibe um den Punkt J, in 
welchem MA den Durchmeſſer DE ſchneidet, mit JA als Radius einen Kreis: 
er wird die verlangte Projection 5 denn es it X JAC = MCB = y. 


Bem. Dieſer ER treffe DE in 6, und AG treffe den Grundkreis in N, jo 
wird der Bogen DN = B = 4 fein. Hiernach läßt ſich G unabhängig von J 
finden, und einer biefer Punkte kann zur Controle des anderen dienen. 


8. Die Projection eines Kugelkreiſes zu ſinden, der auf der Tafel 
ſenkrecht ſteht und dieſe nach einer gegebenen Linie durchſchneidet. 


Iſt der Kugelkreis ein größter, ſo geht er 
durch den Ort des Auges; ſeine Projection iſt 
alſo nach (1) eine gerade Linie, und dieſe iſt 
der gegebene Durchſchnitt ſelbſt. 

Iſt der Kugelkreis ein kleiner, fo ſei DE 
der gegebene Durchſchnitt desſelben mit dem 
Grundkreiſe AB. Seine Projection iſt nach 
(3) ein Kreis, der durch D und E geht, und 
deſſen Mittelpunkt nach (4) in dem aus C auf 4 
DE gefällten Perpendikel liegen muß. Derſelbe 
Kreis muß aber nach (5) den Grundkreis, auf 
welchem der zu projicirende, der Aufgabe gemäß, 
ſenkrecht ſtehen ſoll, rechtwinkelig durchſchneiden. Zieht man daher an D 
oder E eine Tangente des Grundkreiſes, fo iſt der Punkt J in welchem 
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dieſe Tangente das aus C auf DE gefällte Perpendikel trifft, der Mittelpunkt 
der Projection; JD und JE find Halbmeſſer derſelben. 

Den Mittelpunkt J kann man auch dadurch finden, daß man vorher die 
Mitte K von C beſtimmt. Zieht man nämlich durch dieſe Mitte die Sehne 
DKL des Grundkreiſes, fo wird der Bogen DL derſelben doppelt jo groß 
als der Bogen AD fein, wenn Durchmeſſer AB || DE iſt. Denn es iſt 
X DCL = 2 JDL; aber X JDL oder JDK = DJK = ACD, daher 
DL = 2ACD, oder Bogen DL = 2 AD. Hierdurch wird auf leichte 
Weiſe K beſtimmt, und durch KA das Centrum J des Bogens DE. 


9. Die Projection eines durch das Auge gehenden größten Kugel⸗ 
kreiſes ſei gegeben. Man ſoll die eines Durchmeſſers dieſes Kreiſes ſuchen, 
der gegen die Tafel eine beſtimmte Neigung hat. 

Da der Kugelkreis durch das Auge geht, fo iſt (1) feine Projection eine 
gerade Linie, der Durchſchnitt ſeiner Ebene mit dem Grundkreiſe. Dieſe ſei 

Zig. 189. DE; Radius CO des Grundkreiſes ſenkrecht auf DE. 

: Die Projection des zu entwerfenden Durchmeſſers 

fällt der Richtung nach in DE und es find nur 

7 \ die Projectionen ſeiner Endpunkte zu bejtimmen. 

® Zu dieſem Zwecke ziehe man den Durchmeſſer AB 

0 des Grundkreiſes, jo daß der Winkel 400 oder 

/ BCE, den er mit DE macht, dem gegebenen Nei⸗ 

Fi gungswinkel des zu projicirenden Durchmeſſers 

2 gegen die Tafel gleich iſt und verbinde A und B 

E mit 0; dann ſind die Punkte P und 0, in wel⸗ 

chen DE von den Verbindungslinien OA und OB 

geſchnitten wird, die Projectionen der Endpunkte 

0 des Durchmeſſers, PO alſo die des Durchmeſſers 

elbſt. — Der Grund dieſer Conſtruction wird 

ſogleich klar, wenn man ſich den in Rede ſtehenden Kugelkreis, der auf dem 

Grundkreiſe ſenkrecht ſteht und ihn nach DE ſchneidet, um DE gedreht denkt, 

bis er mit dem Grundkreiſe OAB zufammenfällt. Das Auge kommt dabei 
in den Punkt 0; P und O bleiben unverändert. 


Zuſ. Der Winkel 70 Oiſt ein rechter; hieraus erhellt, wie aus der Projection 
P eines Punktes der Kugel die Projection O des Gegenpunktes gefunden wird. 


10. Aufgabe. Einen größten Kugelkreis zu projiciren, wenn die 
Projection des auf ihm ſenkrechten Durchmeſſers (ſeiner Achſe) gegeben iſt. 


Stereographiſche Projection. 9— 11. 201 


Auflöſung. PO ſei die gegebene Fig. 190. 
Projection des Durchmeſſers. Iſt C0 . PO, 2 
fo muß X P00 ein Rechter ſein. OP 
treffe verlängert den Grundkreis in 4, die 
00 in B. ACB iſt ein Durchmeſſer; der 
Winkel, den dieſer mit PO macht, iſt nach 
(9) dem Neigungswinkel des in PQ profi⸗ 

ceirten Durchmeſſers gegen die Tafel gleich. 
Zieht man nun den auf AB ſenkrechten 
Durchmeſſer DE und verbindet D und E 
mit 0, ſo liegen die Punkte F und 6, in 
welchen die verlängerte PO von OD und 
OE geſchnitten wird, mit 0 und H in \ 
einem Kreiſe, deſſen Durchmeſſer FG iſt. ! von 
Dieſer iſt die verlangte Projection. 0 

Den Mittelpunkt J dieſes Kreiſes kann man finden, ohne F und 6 zu 
kennen. Da JF = JO, fo iſt X JOF = JFO = C0G = CEO, daher 
0J L DE und ON || AB, Bogen AN = OB = AH. Hiernach iſt zuerſt 
N, dann J leicht zu conſtruiren. Zu derſelben Conſtruction führt die Anwen: 
dung von Aufgabe 7, indem OCB der Winkel iſt, welchen der zu projicirende 
Kreis mit der Tafel macht. 


Fig. 191. 
11. Aufgabe. Einen kleinen Kugel⸗ 


kreis zu projiciren, wenn die Projection 
des darauf ſenkrechten Durchmeſſers der 
Kugel und der ſphäriſche Radius des 
Kreiſes (II., 12) gegeben ſind. 


Die Auflöſung iſt, ſo weit ſie die Be⸗ 
ſtimmung der Punkte F und 6 betrifft, ganz 
die vorige in (10), nur hat man ſtatt des 
auf AB ſenkrechten Durchmeſſers DE die 
ebenfalls darauf ſenkrechte Sehne DE jo 
zu ziehen, daß die Bogen 40 und AE dem 
gegebenen ſphäriſchen Radius des zu pro: 
jicirenden Kreiſes gleich werden. Was die 
Beſtimmung von J, Mitte der FG und Nr 
der verlangten Projection, betrifft, ſo kann 
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dieſelbe auch hier, unabhängig von F und 6, auf folgende Weiſe geſchehen. 
Die Sehne DE treffe AB in K und OK treffe verlängert den Grundkreis 
in AL, 0 denſelben in NW. Da 06 = OHD = OED, ſo iſt 
A Fo  EOD. Nun iſt FG in J, DE in H halbirt, daher tft auch 
X FOJ = EO, alſo Bogen DN = EM; aber Bogen DA = AE, folg⸗ 
lich auch Bogen AN = AM. Um alſo den Punkt J zu finden, ziehe man 
OKM, nehme Bogen AN = AM und ziehe NO. Dieſe letztere Linie ſchnei⸗ 
det PO im Mittelpunkte J des Kreiſes FG. 


12. Aufgabe. Die Projection eines von zwei Kugeltreiſen, die 
ihres Durchſchnittes oder ihrer gemeinſchaftlichen Sehne und der Winkel 
%, unter welchem beide ſich ſchneiden, find gegeben; die Projection des 
anderen Kreiſes zu finden. 


Auflöſung. AB ſei der Grundkreis und Cedeſſen Mittelpunkt, DE 
die Projection der gemeinſchaftlichen Sehne zweier Kugelkreiſe; Punkt F (in 
der auf DE in deren Mitte 
K errichteten Senkrechten) der 
gegebene Mittelpunkt der 
Projection eines der beiden 
Kreiſe, 6 (in derſelben Senk⸗ 
rechten) der zu beſtimmende 
Mittelpunkt der Projection 
des andern. Da dieſe Pro⸗ 
jectionen nach (5) ſich unter 
demſelben Winkel ſchnei—⸗ 
den, wie die Kreiſe ſelbſt, ſo 
müſſen die Tangenten beider am Punkte D und daher auch die Radien FD und 
GD einen Winkel = mit einander bilden. Man erhält alſo den Punkt 6, wenn 
man D mit F verbindet, Radius CM || DF zieht, auf dem Grundkreiſe Bogen 
MN = nimmt, N mit C verbindet und DG || CN zieht. Der Punkt 6, in 
welchem DG die durch Fund die Mitte K von DE gezogene Gerade trifft, iſt der 
Mittelpunkt der verlangten Projection; 60 und GE ſind Radien derſelben. 


Srtteeographiſche Projection. 12. „ 08 


Die Anwendung des Bisherigen auf die ſtereographiſche Entwerfung der 
Erd- und Himmelskugel, oder vielmehr auf die Entwerfung des von den Meri— 
dianen und Parallelkreiſen gebildeten Netzes auf deren Oberfläche hat keine 
Schwierigkeit und iſt eine faſt unmittelbare. Alles hängt dabei von dem Orte des 
Auges auf der Kugel ab, und da dieſer Ort eine dreifache Hauptverſchiedenheit dar— 
bietet, je nachdem er 1. in einem der Pole, 2. im Aequator, 3. zwiſchen Pol und 
Aequator angenommen wird, ſo unterſcheidet man auch eine dreifache ſtereogra— 
phiſche Projection, die Polar-, die Aequatorial- und die Horizontalprojection. 
I. Polarprojection iſt die: 
jenige, bei welcher das Auge in einem 
der beiden Pole fteht, der Aequator 
alſo Grundkreis, die Ebene desſelben 
Projectionsebene iſt. Die Projection 
der beiden Pole fällt in die Mitte 
des Grundkreiſes; die Meridiane 
werden nach (1) als gerade Linien, 
die Parallelkreiſe nach (6) als Kreiſe 
projicirt, die mit dem Grundkreiſe 
concentriſch ſind. Nebenſtehende 
Fig. 193 veranſchaulicht dieſe Pro⸗ 
jection für ein Netz von 15 zu 15 
Graden mit den nöthigen Hülfs⸗ 
linien. ö 
4 II. Aequatorialprojection. 
Bei dieſer ſteht das Auge in einem 
Punkte des Aequators; der 90° da: 
von entfernte Meridian iſt Grund⸗ 
kreis. Die Pole fallen daher in den 
J Umfang des letzteren und der Aequa⸗ 
tor wird in der Projection ein Durch— 
meſſer desſelben. Die Meridiane 
werden nach (7), die Parallelkreiſe 
nach (8) projicirt. Nebenſtehende 
Fig. 194 zeigt dieſe Projection für 
ein Netz von 15 zu 15 Graden. 
Zum Grundkreis iſt der erſte Meri⸗ 
dian genommen. Wollte man in 
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dieſes Netz, als das der Himmelskugel, die Ekliptik hineinzeichnen, welche mit 
dem Aequator einen Winkel von nahe 233 Grad macht, ſo hätte dieſes nach 
(7) keine Schwierigkeit. N 
III. Horizontalpro jec⸗ 
tion wird diejenige genannt, bei 
welcher der Ort des Auges irgend: 
wo zwiſchen Pol und Aequator 
angenommen iſt. Die ſphäriſche 
Entfernung des Auges vom Ae⸗ 
quator auf der Kugel iſt deſſen 
geographiſche Breite oder Polhöhe. 
Sie iſt dem Neigungswinkel der 
Achſe des Aequators gegen die 
Bildfläche oder Tafel gleich. Iſt 
dieſer gegeben, ſo hat man die 
Pole nach (9) zu projiciren; nur 
einer derſelben fällt in den Grund⸗ 
kreis. Die Meridiane ſind dann 
nach (12), die Parallelkreiſe nach 
(11), unter dieſen der Aequator insbeſondere nach (10) zu entwerfen. Oben⸗ 
ſtehende Fig. 195 zeigt dieſe Projection für eine Polhöhe oder geographiſche 
Breite von 40° und ein Netz von 15 zu 15 Graden. MN iſt die gerade 
Linie, in der nach (4) die Mittelpunkte der Projectionen ſämmtlicher Meri⸗ 
diane liegen. 


Fig. 195. 


Der dritte Theil dieſes Lehrbuches enthält im XI. Capitel 1621 die zur 
ſtereographiſchen Projection gehörigen Berechnungen. 
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n a. — 


Anhang VI. 


Zum 2. Abſchnitt des IV. Capitels, 


die ſtrengeren Beweiſe der darin aufgeführten Sätze enthaltend. 


Vorbemerkung. Die Beweiſe, welche Euklid und Archimed von 
den in ihren Werken aufgeſtellten Lehrſätzen über den Inhalt des Kreiſes, 
der Kugel, des Kegels und Cylinders, jo wie deren Oberfläche geben *), laſſen 
zwar hinſichtlich der logiſchen Strenge wenig zu wünſchen übrig, ſind jedoch 
durch die dabei angewandte (ſogenannte Exhauſtions-) Methode jo weitläufig, 
daß, wie ſchon Klügel richtig bemerkt, ſie für ungeduldige Leſer nicht 
gemacht ſind, und deshalb auch in die neueren Lehrbücher der Geometrie, 
namentlich in die für den Unterricht beſtimmten, kaum Eingang gefunden 
haben. Dagegen hat man in dieſen andere Wege verſucht, um jene Beweiſe 
der alten Geometer durch kürzere Schlußfolgen zu erſetzen. Dieſe reduciren 
ſich im Weſentlichen auf drei; entweder nämlich: 


1. erlaubt man ſich geradezu die krumme Linie als eine aus unzählig 
vielen, aber unendlich kleinen, geraden Linien zuſammengeſetzte Linie 
(den Kreis alſo als ein Polygon), zu betrachten; ferner die gekrümmte Fläche 
als eine aus unzählig vielen, unendlich kleinen, Ebenen zuſammengeſetzte 
Fläche anzuſehen und, dieſer Anſicht gemäß, auf die gekrümmten Größen⸗ 
formen, den Kreis, Cylinder, Kegel, die Kugel ꝛc., ohne Weiteres alle den 
Flächen⸗ und Körper⸗Inhalt betreffenden Sätze anzuwenden, welche von den 
entſprechenden eckigen Formen, dem Polygon, Prisma, der Pyramide, dem 
Polyeder, erwieſen find. Dieſer Weg iſt allerdings der kürzeſte, um zu rich⸗ 
tigen Reſultaten zu gelangen; er iſt in ſchwierigeren Theilen der Curvenlehre 
kaum zu entbehren, der für den Unterricht bequemſte, und daher auch der im 
vorliegenden Theile des Lehrbuches Cap. IV. und VI. befolgte. Rückſichtlich 


*) S. Euklid's Elemente XII. 2, 10, 11, 12, 18; Archimedes' von 
Syrakus zwei Bücher von der Kugel und dem Cylinder. 
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der logiſchen Strenge kann derſelbe jedoch im Vergleiche zu den übrigen 
Beweiſen der Elementar-Geometrie, deren Schlüſſe überall auf Begriffen von 
einem dem Raum und der Zahl nach Endlichen und Begrenzten beruhen, 
nur unvollſtändig befriedigen. 


2. Oder man betrachtet die genannten krummlinigen und krummflächigen 
Figuren als Grenzen, welchen ein- und umgeſchriebene eckige Figuren ſich 
bis auf beliebig klein zu machende Unterſchiede nähern können, und geht 
dabei von einem allgemeinen, aber immerhin zu beweiſenden, Satze über 
Grenzen aus, wie etwa: „Haben zwei veränderliche Größen auf jeder Stufe 
ihrer geſetzmäßigen Veränderung ſtets einerlei Verhältniß, (den Fall der 
Gleichheit eingeſchloſſen), fo ſtehen ihre Grenzen in demſelben Verhältniſſe.“ 
Die genaue Anwendung eines ſolchen Satzes erfordert aber in jedem beſon⸗ 
deren Falle die Nachweiſung, daß die zu beſtimmende krummlinige oder 
krummflächige Figur wirklich die Grenze der ſich ihr nähernden, ſowohl ein⸗ 
als umgeſchriebenen, eckigen Figuren ſei, d. h. daß der Unterſchied beider 
wirklich kleiner als jede gegebene Größe gemacht werden könne. Geſchieht 
dieſes in Strenge, ſo verliert dieſer Weg an Kürze und fällt dem den älteren 
Beweiſen gemachten Vorwurfe anheim; oder: a 


3. man wendet die indirecte Beweisform an und ſtützt ſich auf den in 
Euklid's Elementen XII., 16 als Aufgabe behandelten Lehrſatz in Plan. VI., 20, 
um, wie Legendre dieſes zuerſt durchgeführt hat, jene Beweiſe auf eine 
gleichmäßige Art, ohne die Begriffe von unendlich kleiner Ausdehnung und 
unendlich großer Zahl und von Grenzen zu führen. Legendre begeht jedoch 
hierbei den Fehler, daß er vorausſetzt: es gebe Kegel, Cylinder, Kugeln, 
ſo wie Kreiſe, Kegel- und Cylindermäntel, Kugelflächen von jeder gegebenen 
Größe, oder, was auf dasſelbe hinausläuft, es laſſe ſich jedes Parallelepipe⸗ 
dum in die Form eines jeden der drei genannten runden Körper, jedes 
Rechteck in die Form einer der genannten Flächen bringen. Da dieſe Vor⸗ 
ausſetzung ihrem Inhalte nach erſt eine Folge der zu beweiſenden Sätze iſt, 
ſo kann ſie ihnen nicht zu Grunde gelegt werden, iſt daher unſtatthaft. 
Außerdem fußt Legendre in ſeinen Beweiſen auf einem allgemeinen Satze 
über convere Flächen, die ſich umſchließen, deſſen Beweis jedoch mit Recht 
als nicht ſtichhaltig getadelt wird. 


Wir geben nun in dieſem und dem folgenden Anhange die Legendre i ſchen 
Beweiſe über Cylinder, Kegel und Kugel, jedoch in verbeſſerter Geſtalt, ſo 
daß die gerügten Mängel wegfallen, und glauben hiermit den Freunden 


* 
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ſtrenger Methode einen willkommenen Beitrag zur Vervollkommnung des 
Syſtems der Elementar⸗Geometrie zu liefern ). 


ar 


A. Cylindermantel. 


Lehrſatz. Der Mantel eines ſenkrechten Cylinders iſt größer als 
die Seitenfläche eines eingeſchriebenen Prisma, kleiner als die eines um⸗ 
geſchriebenen. 


Beweis Die Seitenfläche eines ſenkrechten Prisma iſt dem Rechtecke 
aus dem Umfange ſeiner Grundfläche und der Höhe des Prisma gleich. 
Geht man nun 

1. von einem gegebenen, dem Cylinder eingeſchriebenen Prisma 
aus und verdoppelt, durch Einſchreibung neuer Prismen, wiederholt die 
Seitenzahl derſelben, ſo iſt klar, daß mit der Anzahl dieſer Seiten auch der 
Umfang der Grundfläche, folglich auch die Seitenfläche zunimmt; geht man 
dagegen 

2. von einem gegebenen, dem Cylinder umgeſchriebenen, Prisma 
aus und verdoppelt wiederholt, durch Umſchreibung neuer, die Seitenzahl 
derſelben, ſo nimmt der Umfang ihrer Grundfläche ab, daher auch die Seiten⸗ 
fläche der Prismen. 

Da nun die Möglichkeit der Vervielfachung der Seiten, in dem einen 
ſowohl als in dem andern Falle, keine Grenze hat, bei eineg jeden aber die 
Zahl der geraden Linien, in welchen Cylindermantel und prismatiſche Fläche 
zuſammenfallen, oder welche beiden gemeinſchaftlich werden, ſich vervielfacht, 
ſo daß es keine gerade Linie in jenem gibt, die nicht auch der letzteren ange⸗ 
bören könnte, jo muß zugegeben werden, daß, was von den Seitenflächen 
der ein⸗ und umgeſchriebenen Prismen in ſteigendem Maße gilt, je mehr 
Seiten ſie haben, dieſes um ſo mehr vom Cylindermantel gelte, daß alſo 
dieſer Mantel größer als die Seitenfläche jedes eingeſchriebenen Prisma, 
kleiner als die jedes umgeſchriebenen fei, 


Beweis des Satzes IV., 36. 


„Der Mantel eines ſenkrechten Cylinders iſt dem Rechtecke aus der 
Höhe oder Achſe des Cylinders und der rectificirten Peripherie ſeiner 
Grundfläche gleich.“ 


) Anmerkung. Die hier mitgetheilten Beweiſe wurden ſchon im Jahre 
1839 in einem Schulprogramme durch Einen von uns veröffentlicht. 
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Fig. 196. 


f 4 BED ſei ein ſenkrechter Cylinder, deſſen Achſe oder Höhe CO iſt; 
CP | CO ſei die rectificirte Peripherie der Grundfläche AB. Bildet man 
nun aus CO und CP ein Rechteck C00, fo wird der Mantel des Cylin⸗ 
ders dieſem Rechtecke an Inhalt gleich ſein. Denn geſetzt, er wäre es nicht, 
ſo müßte er, da es Rechtecke von jeder Größe gibt, entweder einem großeren 
oder einem kleineren Rechtecke, als C00 iſt, gleich fein. Er ſei 1. einem 
größeren Rechtecke, etwa dem aus CO und Cr > CP gebildeten Rechtecke 
CzyO gleich. Nimmt man nun zu CP, Cz und CA die vierte Proportio⸗ 
nale Ca und beſchreibt mit dieſer um C einen Kreis ab, fo iſt deſſen Um⸗ 
fang = Cr; denn dieſer Umfang verhält ſich (Plan. VI., 21) zum Umfange 
der Grundfläche wie Ca: CA, alſo auch wie C: CP und da der letztere 
= CP, fo iſt der erſtere = Cr. — So wenig nun auch der Kreis ab von 
dem Kreiſe AB verſchieden ſein mag, immerhin wird es (Plan. VI., 20) möglich 
ſein, dem letzteren ein Polygon umzuſchreiben, welches ganz im erſteren enthalten 
iſt. Dieſes ſei geſchehen und auf dem Polygone ein ſenkrechtes Prisma errichtet, 
von gleicher Höhe mit dem Cylinder. Die Seitenfläche dieſes Prisma iſt dem 
Rechtecke aus C0 und dem Umfange ſeiner Grundfläche gleich; dieſer Umfang 
iſt aber (Plan. VI., 19) kleiner als der des Kreiſes ab, welcher = C iſt; folg⸗ 
lich iſt jene Seitenfläche kleiner als das Rechteck aus CO und Cr oder C0. 
Letzteres iſt aber der Annahme gemäß ſo groß wie der Mantel des Cylinders; 
. aljo müßte, wäre dieſe Annahme richtig, die Seitenfläche des Prisma kleiner 
als der Cylindermantel ſein. Nach dem vorigen Satze iſt aber im Gegen⸗ 
theil, da jenes ein umgeſchriebenes iſt, der Cylindermantel kleiner als die 
Seitenfläche des Prisma. Dieſer Widerſpruch zeigt, daß der Cylindermantel 
keinem größeren Rechtecke als 0070 gleich fein kann. 

Er ſei 2. einem kleineren, etwa dem aus CO und C = CP gebildeten 
Rechtecke C/ 0 gleich. Nimmt man nunmehr zu CP, Cx“ und CA die 
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vierte Proportionale Ca, und beſchreibt wieder mit dieſer einen Kreis 400 
um C, fo wird deſſen Umfang = Cr“ fein. So wenig dieſer Kreis von 
dem Kreiſe AB verſchieden fein mag, es läßt ſich (Plan. VI., 20) dem letz⸗ 


teren ein Polygon einſchreiben, welches den Kreis 4% ganz umſchließt. 


Dieſes ſei geſchehen und auf dem Polygone ein ſenkrechtes Prisma errichtet 
von der Höhe CO. Da der Umfang des Polypgones größer als der des 
Kreiſes 40 iſt, welcher = Ar‘, fo iſt auch die Seitenfläche des Prisma 
größer als das aus CO und Cs“ gebildete Rechteck 007 . Der Annahme 
gemäß iſt dieſes dem Cylindermantel gleich; alſo müßte, wäre dieſe Annahme 
richtig, die genannte Seitenfläche auch größer als der Cylindermantel ſein; 
dem vorigen Satze nach iſt aber im Gegentheile dieſer letztere größer als jene; 
folglich kann die zweite Annahme auch nicht beſtehen d. h. der Cylinder— 
mantel kann keinem kleineren Rechtecke als C007 gleich fein. 

Demnach kann der Mantel des Cylinders nur dem aus der Höhe und 
dem Umfange der Grundfläche gebildeten Rechtecke gleich ſein. 


B. Kegelmantel. 


Lehrſatz. Der Mantel eines ſenkrechten Kegels iſt größer als die 
Seitenfläche jeder dem Kegel eingeſchriebenen Pyramide, kleiner als die 
jeder umgeſchriebenen. 


Beweis. Die Seitenfläche einer dem Kegel eingeſchriebenen Pyra— 
mide beſteht aus lauter gleichſchenkeligen Dreiecken und iſt daher der halben 
Summe aller Rechtecke gleich, die man aus den einzelnen Grundlinien dieſer 
Dreiecke und der jedesmal zugehörigen Höhe bilden kann. Die Seitenfläche 
einer dem Kegel umgeſchriebenen Pyramide beſteht aus Dreiecken, welche 
alle gleich große Höhe, die Länge der Kegelſeite nämlich, haben; dieſe Fläche 
iſt daher dem halben Rechtecke aus der Kegelſeite und dem Umfange der 
Grundfläche der Pyramide gleich. Geht man nun 


1. von einer gegebenen dem Kegel eingeſchriebenen Pyramide aus und 
verdoppelt, durch Einſchreibung neuer Pyramiden, wiederholt die Seitenzahl 
derſelben, ſo iſt klar, daß mit der Anzahl der Seiten nicht allein der Umfang 
der Grundfläche in allen ſeinen Theilen, ſondern auch der ſenkrechte Abſtand 
der Spitze der Pyramide von den Seiten der Grundfläche überall zunimmt, 
daß alſo aus doppeltem Grunde auch die Seitenfläche der Pyramide mit 
jeder Verdoppelung der Seitenzahl größer wird; geht man dagegen 

Heis u. Eſchweiler, II. 14 
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2. von einer gegebenen, dem Kegel umgeſchriebenen Pyramide aus, und 
verdoppelt, durch Umſchreibung neuer Pyramiden, die Seitenzahl derſelben, b 
ſo nimmt der Umfang ihrer Grundfläche ab, daher auch die Seitenfläche . 
au Pyramide. ö j | 

In dem einen Falle ſowohl wie in dem anderen nimmt die Seitenfläche 
der Pyramiden immer mehr Kegelſeiten in ſich auf, und es iſt keine der letz⸗ 
teren, welche nicht ſowohl Kante der eingeſchriebenen, als Berührungslinie 
der umgeſchriebenen Pyramiden werden könnte. Man muß daher annehmen, 
daß, was „von der Größe der Seitenfläche dieſer Pyramiden in ſteigendem 
Maße bei Vervielfachung ihrer Seiten gilt, um ſo mehr vom Kegelmantel 
gelte, daß alſo dieſer Mantel größer als die Seitenfläche jeder eingeſchriebenen, 
kleiner aber als die jeder umgeſchriebenen Pyramide ſei. 


— 


Beweis des Satzes IV., 39. 


„Der Mantel eines ſenkrechten (geraden) Kegels iſt an Inhalt einem 
Dreiecke gleich, deſſen Grundlinie dem Umfange der Grundfläche des 
Kegels und deſſen Höhe ſeiner Seitenlänge gleich iſt.“ 


ABD ſei ein gerader Kegel, 40 deſſen Achſe, AB= AD ſeine Seiten⸗ 
länge; errichtet man nun auf AB in B die Senkrechte BE, macht dieſe dem Um⸗ 
fange der Grundfläche BD des Kegels gleich und zieht 4E, jo wird das rechtwin⸗ 


Fig. 197. 


kelige Dreieck ABE an Inhalt jo groß wie der Kegelmantel ſein. Denn 5 
geſetzt, dieſes wäre nicht, ſo müßte der Mantel entweder einem kleineren oder = 
einem größeren Dreiecke gleich fein, indem es Dreiecke von jeder möglichen 

Größe gibt. Angenommen 5 
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90 Der Kehelmantel wäre einem e Dreiecke gleich. Wie 


dieſes auch beſchaffen, man kann es (Plan. V., 90) ohne Aenderung des 
Inhaltes in ein dem Dreiecke ABE ähnliches Dreieck 4% verwandeln, wo— 


durch Ar — AB ausfällt. Zieht man nun von 2 aus s ſenkrecht auf 


Ch, und beſchreibt um C mit Cs einen Kreis zu, fo verhält ſich fein Umfang 
zu dem der Kegel-⸗Grundfläche BD, wie Es: CB, folglich auch wie Ar: 4B 
und endlich wie / BE. Da nun der Umfang BD-—= BE, fo iſt der 
Umfang zu = / So wenig nun auch der Kreis zu von dem Kreiſe RD 


verſchieden ſein möge, es iſt möglich (Plan. IV., 20) dem letzteren ein regu⸗ 
läres Polygon einzuſchreiben, welches den Kreis zu ganz in ſich enthält. 
Dieſes ſei geſchehen und über dem Polygone ſei eine Pyramide errichtet, 
deren Spitze A iſt. Der Abſtand dieſer Spitze von den Seiten der Grundfläche 
der Pyramide ſei Ak. Da die Summe der Seitenflächen dieſer Pyramide einem 
Dreiecke gleich iſt, deſſen Grundlinie dem Umfange ihrer Baſis gleichkommt 
und deſſen Höhe Ak, jener Umfang aber größer als der Kreisumfang zu 


oder die eben fo lange a iſt, dazu Ak An A, fo muß die Summe der Sei- 


tenflächen der Pyramide größer als das aus Ar und & als Katheten gebil- 
dete Dreieck 4% fein. Der Annahme gemäß ſoll aber dieſes Dreieck ſo 
groß wie der Kegelmantel ſein; folglich müßte, wäre dieſe Annahme richtig, 
dieſer Mantel kleiner als die Summe der Seitenflächen der ihm eingeſchrie— 
benen Pyramide ſein. Dem vorangeſchickten Lehrſatze gemäß iſt er aber 


größer; daher kann der Mantel nicht dem A Ar überhaupt keinem kleineren 


Dreiecke als ABE, gleich fein, 


2) Der Kegelmantel ſei einem größeren Dreiecke, etwa dem Dreiecke 
Ar > ABE gleich. Zieht man wieder 2 | CB und beſchreibt mit 
Ca‘ einen mit der Grundfläche concentriſchen Kreis 8“ jo iſt der Umfang 
desſelben, aus gleichen Gründen wie vorher, gleich 4%. So wenig derſelbe 
vom Kreisumfange BD verſchieden fein möge, es iſt möglich, dem letzteren 
ein Polygon umzuſchreiben, welches ganz im Kreiſe 3“ “enthalten iſt. Denkt 
man ſich über einem ſolchen Polygon eine Pyramide errichtet, deren Spitze 4 
it, jo iſt die Summe der Seitenflächen dieſer Pyramide einem aus AB und der 
Länge des Polygonumfanges als Katheten gebildeten rechtwinkeligen Dreiecke 
gleich, ſie iſt alſo, da be 1 kleiner als der K N 8 oder 


RE Annahme gemäß it vieſes Dreieck dem Kegelmantel gleich es müßte alſo, 


wäre ſie richtig, dieſer Mantel größer als die Summe der Seitenflächen der 
7 5 14 * 
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ihm umgeſchriebenen Pyramide ſein. Dem vorausgeſchickten Lehrſatze zufolge 
iſt er aber kleiner; daher iſt auch dieſe Annahme falſch. 

Demnach kann der Kegelmantel nur dem Dreiecke 4E, d. i. einem 
Dreiecke gleich ſein, deſſen Grundlinie dem Umfange der Baſis des Kegels 
und deſſen Hoͤhe ſeiner Seitenlänge gleichkommt. 


C. Kugelfläche. 


Lehrſatz. Iſt einem Halbkreiſe oder auch einem Bogen desſelben 
1) eine aus gleichen Sehnen beſtehende Polygonlinie eingeſchrieben; 
2) eine andere aus gleichen Tangenten beſtehende umgeſchrieben, und wird 
die Figur um den ſie begrenzenden Durchmeſſer ganz umgedreht, ſo iſt die 
vom Halbkreiſe beſchriebene ganze Kugelfläche oder das vom Bogen 
beſchriebene Segment derſelben größer als die von der eingezeichneten 
Polygonlinie beſchriebene Fläche, kleiner als die von der umgeſchriebenen 
erzeugte. 


Beweis. Nach IV., 44 iſt die von der Polygonlinie in dem einen 
und anderen Falle beſchriebene Fläche dem Mantel eines ſenkrechten Cylin⸗ 
ders gleich, deſſen Baſis ein mit der Apotheme (Abſtand des Mittelpunktes 
von den Seiten des Polygones) beſchriebener Kreis und deſſen Höhe die 
Umdrehungsachſe iſt (die Länge dieſer letzteren ift durch die Projection der 
Polygonlinie auf fie beſtimmt, iſt dieſe Projection felbft). Iſt nun 1) die 
Polygonlinie eine eingeſchriebene, jo nimmt die Grundfläche beſagten Cylin⸗ 
ders zu, wenn man die Seitenzahl der Linie vermehrt, weil die Apotheme 
dann zunimmt: die Höhe des Cylinders aber bleibt unverändert; es wird 
daher auch die von dieſer Polygonlinie erzeugte Fläche mit der Seitenzahl 
größer. Iſt dagegen 2) die Polygonlinie eine umgeſchriebene, jo iſt die Baſis 
des Cylinders conſtant, die Höhe aber nimmt ab, je größer die Seitenzahl 
der Polygonlinie iſt; daher nimmt auch die von dieſer beſchriebene Fläche ab. 
Durch wiederholte Verdoppelung der Seitenzahl jener Polygonlinien entſtehen 
aber immer mehr Kreiſe, welche den von dieſen Linien beſchriebenen Flächen 
und der Kugelfläche gemeinſchaftlich angehören oder die in beiden zugleich 
liegen. Die Zahl dieſer Kreiſe iſt unbeſchränkt und es gibt keinen der auf 
der Kugelfläche beſchriebenen, welcher nicht zugleich der ihr eingeſchriebenen 
ſowohl als umgeſchriebenen Fläche angehören könnte. Da nun bei der 
gedachten Vermehrung der Seitenzahl beider Polypgonlinien die von der 
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= 2 Wehen G Wear glube beständig Anti, die von bt 5 
. 2 anderen beſchriebene beſtändig abnimmt, jo muß angenommen werden, dab er 
4 2: die zwiſchenliegende Kugelfläche, reſp. das Segment derſelben, größer als die 
an 2 5 Be 55 als die wee der in Rede ſtehenden Flächen ſei. a 
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Beweis des Satzes IV., 45. ö 3 


„Die Oberfläche der FR 22 viermal ſo groß als ein größter Kreis 8 
derselben. ; 


Beweis. Der Halbkreis ADB 
beſchreibe durch ſeine Umdrehung um 
AB eine Kugel; die Oberfläche der⸗ 
ſelben wird dem Vierfachen des 

ganzen Kreiſes 40 5E gleich ſein. 
Denn, wäre ſie es nicht, ſo müßte 
ſie, da es Kreiſe von jeder möglichen 
Größe gibt (Planim. IV., 22, 26), 
dem Vierfachen entweder eines klei⸗ 
neren oder eines größeren Kreiſes 
gleich ſein. Sie ſei 


1) dem Vierfachen eines kleineren Kreiſes adbe gleich. So wenig dieſer i 

vom Kreiſe ADBE verſchieden ſein mag, man kann immer der Hälfte dieſes . 
letzteren eine aus gleichen Sehnen beſtehende Polygonlinie 4065 ein: a 
ſchreiben, welche die Peripherie abd nicht ſchneidet. Dieſes ſei geſchehen und 95 
CK ſei die Apotheme des Halbpolygones. Nach IV., 44 iſt die von ADGB re 

bei der Umdrehung um AB beſchriebene Fläche dem Rechtecke aus AB und 
der Länge eines mit der Apotheme Cl beſchriebenen Kreisumfanges gleich; 
fie iſt daher aus doppeltem Grunde größer als das Rechteck aus ab und 
dem rectificirten Kreisumfange adbe d. i. größer als das 4fache des Kreiſes 
adbe (Plan. VI., 26). Der Annahme gemäß iſt dieſes fache der von ADB 
beſchriebenen Kugelfläche gleich; alſo müßte, wäre dieſe Annahme richtig, die 
Oberfläche der Kugel kleiner als die von der Polygonlinie beſchriebene Fläche 
ſein. Dem vorausgeſchickten Lehrſatze zufolge iſt ſie aber größer als dieſe 
Fläche, da die Polygonlinie dem Halbkreiſe ADB eingeſchrieben iſt; alſo kann 
die Annahme nicht beſtehen. Es ſei mithin 


“ 
“ 
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2) angenommen, die Kugelfläche ſei dem Afachen eines größeren Kreiſes, 
etwa des Kreiſes w’d’be‘, gleich. Umſchreibt man nun dem Halbkreiſe ADB 
eine aus gleichen Tangenten beſtehende Polygonlinie parst, die jedoch ganz 
im Kreiſe 4e“ enthalten ſein muß, jo iſt nach IV., 44 die von dieſer bei 
der Umdrehung um AB beſchriebene Fläche dem Rechtecke aus der Achſe 5 
und dem zur geraden Linie geſtreckten Kreisumfange 4030 gleich; ſie iſt 
daher aus doppeltem Grunde kleiner als das Rechteck aus a’d‘ und dem 
Kreisumfange a’d’b‘e‘, d. i. kleiner als das Afache des Kreiſes a’d’b‘e‘ ſelbſt. 
Der Annahme gemäß iſt aber dieſes Afache des Kreiſes dhe der vom 
Halbkreiſe ADB beſchriebenen Kugelfläche gleich; mithin müßte, wäre dieſe 
Annahme richtig, dieſe Kugelfläche größer als die von der Polygonlinie %s. 
beſchriebene Fläche ſein. Dem vorangegangenen Lehrſatz nach findet aber 
das Gegentheil Statt; alſo iſt auch die zweite Annahme ſalſch und es bleibt 
als richtige Annahme nur die übrig, daß die Oberfläche der Kugel gerade 
dem Vierfachen ihres größten Kreiſes gleich ſei. 


Beweis des Satzes IV., 47. 


„Jede Kugelkappe (auch Kugelzone) iſt jo groß wie der Mantel eines 
ſenkrechten Cylinders, deſſen Baſis einem größten Kreiſe der Kugel und 
deſſen Höhe der Kappe gleich kommt.“ 


Beweis. Der Bogen AB, welcher 
den Kreisſector 405 begrenzt, beſchreibt 
bei der Umdrehung des letzteren um 40 
eine Kugelkappe, deren Höhe 40 iſt, wenn 


gleich dem Mantel eines über dem Kreiſe 
ABM ſenkrecht errichteten Cylinders von 
der Höhe AD, ſo müßte er, da es 
Cylindermäntel von jeder Größe gibt, 
entweder irgend einem kleineren oder 
einem größeren Cylindermantel gleich ſein. 
Sie ſei 

1) einem kleineren Mantel, etwa dem eines über dem Kreiſe %%, der 
kleiner als ABM, errichteten Cylinders von der Höhe AD gleich. So wenig 
dieſer Kreis von dem Kreiſe ABM verſchieden fein möge, es bleibt immer 
möglich, dem Bogen AB eine aus gleichen Sehnen beſtehende Polygonlinie 


BD | AC. Wäre dieſe Kappe nicht 


S 


| Die ſtrengeren Beweiſe der Sätze in Cap. IW. Abſchn. 2. 215 


AFGB einzuſchreiben, welche den Bogen ab nicht ſchneidet oder trifft. Dies 


€ ſei geſchehen und CK ſei ein von C auf eine der Polygonſeiten gefälltes 


Loth. Nach IV., 44, Zuſ. iſt die von der Polygonlinie bei der Umdrehung 
= um 40 beſchriebene Fläche dem Mantel eines Cylinders gleich, deſſen Grundfläche 
eine mit der Apotheme El beſchriebener Kreis und deſſen Höhe = AD iſt. 
Es iſt alſo, da CH > Ca, dieſe Flache größer als der Mantel eines über 
dem Kreiſe abm errichteten Cylinders von der Höhe AD, Der Annahme gemäß 
ſoll aber dieſer Cylindermantel der vom Bogen AB beſchriebenen Kugelkappe 
gleich ſein; alſo müßte, wäre dieſe Annahme richtig, die Kugelkappe kleiner 
als die ihr eingeſchriebene von AFGB erzeugte Fläche fein. Nach obigem 
Lehrſatze findet aber das Gegentheil Sigtt, die Kugelkappe iſt größer als die 
Fläche; daher die Annahme zu verwerfen. Wollte man nun ferner 

2) annehmen, die vom Bogen AB bejchriebene Kugelkappe wäre größer als 
der Mantel eines über dem Kreiſe ABM errichteten Cylinders von der Höhe AD, 
ſo müßte, da (IV., 45) die ganze Kugeloberfläche dem Mantel eines Cylinders 
von derſelben Baſis und der Höhe AE gleich iſt, die von dem Bogen EB beſchrie— 
bene Kappe nothwendig kleiner als der Mantel eines über ABM errichteten 
Cylinders von der Höhe ED ſein, was jedoch dem erſten Theil des Beweiſes 
widerſpricht. Es iſt daher auch die zweite Annahme zu verwerfen. 

Aus 1 und 2 folgt gleich die Richtigkeit des Satzes. 


Den Beweis des in IV., 54 über die Oberfläche des Ringkörpers aus: 
geſprochenen Satzes wird Jeder, nach dem Muſter der obigen Beweiſe, leicht 
ſelbſt auszuführen im Stande ſein. 


Anhang VII. 
zum 1. und 2. Abſchnitte des VI. Capitels. 


Beweis des Satzes VI., I. 
„Jeder Cylinder iſt an Rauminhalt einem Prisma gleich, welches mit 
ihm gleich große Grundfläche und gleiche Höhe hat.“ 
CA fei der Radius der Grundfläche eines (geraden oder ſchiefen) Cylin⸗ 
ders, feine Höhe = h; AB fei dem halben Umfange der Grundfläche gleich. 
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Bildet man aus CA und AB das Rechteck CABD, fo wird dieſes nach 
Planim. IV., 26 der Baſis des Cylinders an Inhalt gleichkommen und 
ein über CABD errichtetes Prisma von der Höhe A an Rauminhalt jo 


Fig. 200, 


groß wie der Cylinder fein. Denn geſetzt: der Cylinder wäre dieſem Prisma 
nicht gleich, ſo müßte er entweder einem größeren oder einem kleineren 
Prisma gleich kommen, da es Prismen von jeder möglichen Größe gibt. 
Angenommen i 


1) er fei einem größeren Prisma gleich; wie dieſes auch beſchaffen ſein 
möge, man kann es in ein ſolches verwandeln, welches die Höhe h und 
eine dem Rechtecke CABD ähnliche Grundfläche Cabd hat. Dieſe wird dann 
größer als CABD, alſo Ca — CA fein. Um C fei mit Ca ein Kreis ge 
beſchrieben; derſelbe iſt, wie ſich aus Planim. VI., 22 leicht zeigen läßt, ſo 
groß wie das Rechteck Cabd; ferner ſei, was immer möglich iſt, der Grund: 
fläche des Cylinders ein Polygon umgeſchrieben, welches ganz in dem Kreiſe 
ae enthalten iſt, und über dieſem Polygone ſei ein Prisma von der Höhe h 
errichtet, deſſen Seitenkanten der Cylinderachſe parallel find. Dieſes Prisma 
iſt alſo ein dem Cylinder umgeſchriebenes. Da ſeine Grundfläche kleiner als 
der Kreis de, dieſer aber dem Rechtecke Cabd gleich iſt. jo iſt auch das über 
dem Polygone ſtehende Prisma kleiner als dasjenige, deſſen Grundfläche Cab d 
und Höhe Ah iſt. Das letztere iſt aber der Annahme gemäß dem Cylinder 
gleich; alſo müßte, wäre die Annahme richtig, der Cylinder größer als das 
ihm umgeſchriebene Prisma ſein. Da aber der Cylinder ein Theil des 
Prisma iſt, ſo findet gerade das Gegentheil Statt, der Cylinder kann daher 
keinem größeren Prisma als dem über CABD in der Höhe A errichteten 
gleich ſein. Wollte man 
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2 mihi der Cplinder ſei gleich einem kleineren Prisma, etwa 


dem, welches das dem Rechtecke CABD ähnliche, aber kleinere Cad“ zur 


Grundfläche und A zur Höhe hat, fo ließe ſich das Unſtatthafte dieſer An: 


nahme in gleicher Weiſe darthun. An der Stelle eines dem Cylinder umge- 


ſchriebenen Prisma hat man nun ein ihm eingeſchriebenes zu betrachten. 
Die Vergleichung desſelben mit dem ®hlinder führt zu gleichem Widerſpruch 
wie bei 1. 

Es bleibt daher nur übrig, den Cylinder dem Prisma über CABD 
gleich zu ſetzen. 


Beweis des Satzes VI., 2. 


„Jeder Kegel iſt der dritte Theil eines Cylinders, der mit ihm gleiche 
Grundfläche und gleiche Höhe hat.“ 


Der Kreis AB ſei die gemeinſchaftliche Fig. 201. 
Grundfläche eines Kegels und eines Cylin⸗ 
ders, beide von einerlei Höhe 1. Wäre 
nun der Kegel nicht der dritte Theil des 
Cylinders, ſo müßte er doch dem dritten 
Theile irgend eines größeren oder kleineren 
Cylinders von derſelben Höhe h gleich ſein: 
denn aus dem vorhergehenden Satze folgt, 
daß es Cylinder von jeder möglichen Größe 
und jeder gegebenen Höhe gibt. Es ſei 

1) der Kegel dem dritten Theile eines kleineren Cylinders gleich, etwa 
desjenigen, der zur Grundfläche den Kreis ab, übrigens dieſelbe Achſe wie 
der über AB hat. Conſtruirt man nun, was immer möglich, ein dem Kreiſe 
AB eingeſchriebenes Polygon, welches den Kreis ab ganz einſchließt, und 
errichtet über demſelben 1. eine Pyramide, welche dieſelbe Spitze hat, wie der 
Kegel, 2. ein Prisma, deſſen Seitenkanten der Achſe des Cylinders parallel 
find, fo ift, da beide gleiche Höhe „ haben, die Pyramide (V., 13) dem dritten 
Theile des Prisma gleich. Dieſes Prisma iſt aber größer als der Cylinder 
über ab, da es dieſen ganz in ſich enthält, alſo auch der dritte Theil des 
Prisma größer als der dritte Theil des Cylinders. Wäre nun die Annahme, 
daß der Kegel dem dritten Theile dieſes Cylinders gleich iſt, richtig, ſo 
müßte die Pyramide größer als der Kegel ſein. Sie iſt aber im Gegentheile 


kleiner als der Kegel, da ſie ganz in ihm enthalten iſt. Die Annahme kann 


daher nicht beſtehen. Sei nun 
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2) der Kegel dem dritten Theile eines größeren Cylinders, z. B. des über 
dem Kreiſe / errichteten, gleich, die Achſe desſelben ſei die nämliche, wie 
die des Cylinders über AB. Man kann nun dem Kreiſe AB ein Polygon 
umſchreiben, welches ganz im Kreiſe 4% enthalten iſt. Ueber demſelben ſei, 
wie vorher, ſowohl ein Prisma als eine Pyramide errichtet; das Prisma iſt 
kleiner als der Cylinder über a’b‘, daes ganz in ihm enthalten iſt; alſo 
auch der dritte Theil des Prisma, d. i. die Pyramide, kleiner als der dritte 
Theil des Cylinders; der Annahme gemäß ſoll dieſer dem Kegel gleich ſein, 


alſo wäre der Kegel größer als die ihm umgeſchriebene Pyramide; er iſt aber 


im Gegentheil kleiner, daher iſt auch die zweite Annahme falſch. 
Demnach kann der Kegel nicht anders als dem dritten Theile gerade des⸗ 
jenigen Cylinders gleich ſein, der mit ihm dieſelbe Grundfläche und Höhe hat. 


Beweis des Satzes VL, 6. 


„Die Kugel iſt an Rauminhalt gleich 3 eines ihr umgeſchriebenen 
Cylinders.“ 


Fig. 202. Die Kugel ſei die durch Umdrehung 
des Halbkreiſes ADB um 4 beſchrie⸗ 
bene. Wäre dieſelbe nicht gleich z eines 
ihr umgeſchriebenen Cylinders, ſo müßte 
fie, da es (wie aus VI., 1 folgt) Cylin⸗ 
der von jeder möglichen Größe gibt, 3 


1) die Kugel ſei gleich 3 eines klei: 
neren Cylinders, etwa eines ſolchen, 
deſſen Baſis der Kreis adhe und deſſen 
Höhe = AB iſt. In dem Halbkreiſe ADB ſei ein reguläres Halbpolygon 
eingeſchrieben, deſſen Apotheme CH > Ca. Der durch Umdrehung desſelben 
um AB erzeugte Körper beträgt (VI., 5) 3 eines Cylinders, deſſen Grund: 
fläche einen Radius = CK hat und deſſen Höhe AB iſt. Dieſe Grundfläche 
iſt größer als der Kreis adbe, daher auch der vom Polygone beſchriebene 
Körper größer als 3 des Cylinders über adbe, deſſen Höhe AB iſt. Der 
Annahme nach find 3 dieſes Cylinders der Kugel gleich; wäre fie richtig, jo 


müßte der vom Polygone beſchriebene Körper größer als die Kugel ſein, was 


nicht ſein kann, da er ein Theil der Kugel iſt. 


entweder eines kleineren oder eines größe⸗ 
ren Cylinders gleich ſein. Angenommen 


DE 
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8 


2 Die Kugel fe ke 3 eines großeren Eylinders, elwa Wen der 


8 e dieſelbe Baſis ADBE, aber eine kleinere Höhe 40“ hat. Beſchreibt 


man nun mit ca-! ge Cb‘) einen Kreis ade“ und conftruirt ein dem 
Halbkreiſe ADB umgeſchriebenes Halbpolygon, welches ganz im Halbkreiſe 

adh“ enthalten iſt, jo beträgt der durch Umdrehung desſelben um 45 
erzeugte Körper (VI., 5) 3 eines Cylinders, deſſen Baſis der Kreis 40 BE 


und deſſen Hohe die Umdrehungsachſe pt iſt. Da dieſe kleiner als 40“, jo 


iſt auch der in Rede ſtehende Körper kleiner als 3 eines über 40 BE errich⸗ 
teten Cylinders von der Höhe a’b‘. Der Annahme gemäß iſt dieſe 3 der 
Kugel gleich, alſo müßte, wäre dieſe Annahme richtig, der vom Polygone 
beſchriebene Körper kleiner als die Kugel ſein. Jener Körper iſt aber der 
Kugel umgeſchrieben, daher größer wie ſie; die zweite Annahme iſt daher gleich: 
falls falſch, und es bleibt nur die Theſe des Satzes als die richtige beſtehen. 


Der 
Beweis des den Kugelſector betreffenden Satzes VL, « 


kann ganz in derſelben Weiſe wie der vorhergehende geführt werden; eben ſo 
hat der nach gleicher Methode zu führende 


Beweis des Satzes VL, 14 über den Inhalt eines Ringes 


nicht die geringſte Schwierigkeit; die Ausführung beider, welche zum größeren 
Theile nur eine Wiederholung der vorhergehenden Schlüſſe ſein würde, kann 
daher hier unterbleiben. 
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Anhang VIII. 


Von hufförmigen Abſchuitten des Cylinders und Kegels. 


1. Hufförmiger Abſchnitt des Cylinders oder Kegels (kürzer: Huf, 
Onglet, Ungula) iſt ein Theil dieſer Körper, der durch eine ſchief oder ſenk⸗ 
recht gegen ihre Grundfläche gerichtete Ebene davon abgeſchnitten wird. Ein 
ſolcher Abſchnitt wird alſo von der ſchneidenden Ebene, einem Theile der 


Grundfläche (oder auch der ganzen) und einem Theile des Cylinder⸗ oder 
Kegelmantels begrenzt. Jener Theil der Grundfläche iſt als die Grund⸗ 


fläche, der Theil des Mantels als der Mantel des Hufes anzuſehen. 
Höhe dieſes letzteren iſt der Abſtand des von der Grundfläche entfernteſten 
ſeiner Punkte von dieſer letzteren. | 

Wir beſchränken uns hier auf die hufförmigen Abſchnitte des ſenkrech— 


ten Cylinders und Kegels, weil ſie die einzigen ſind, deren Mantel und 


Körperinhalt ſich durch die Mittel der Elementar⸗Geometrie beſtimmen laſſen. 


2. Aufgabe. Den Mantel eines hufförmigen Cylinderabſchnittes 
quadriren, d. h. feinen Flächeninhalt zu beſtimmen *), > 


Auflöſung. ADEH ſei ein hufförmiger Cylinderabſchnitt; feine Grund: a 


fläche ift das Kreisſegment ADE, welches wir fürs Erſte kleiner als die halbe 
Grundfläche ADA’E des Cylinders annehmen. Legt man durch die Achſe 
dieſes letzteren eine auf der Sehne DE ſenkrechte Ebene, fo bildet der Durch⸗ 
ſchnitt dieſer Ebene mit dem Hufe ein rechtwinkeliges Dreieck ABH, deſſen 
Kathete AH die Höhe des Hufes iſt; der dieſer gegenüberliegende Winkel 
ABH iſt die Neigung der Ebene DHE gegen die Grundfläche. Um nun zur 
Flächenbeſtimmung des Mantels ADEH zu gelangen, lege man durch den 
Mittelpunkt C der Baſis des Cylinders eine zweite Ebene, parallel der DHE, 
deren Durchſchnitt mit dem Mantel FOG ſei (FG alſo ein Durchmeſſer || DE). 


) Anmerkung. Die Quadratur einer Fläche wird hier als ausgeführt 


oder abgemacht betrachtet, ſobald ſie auf die von geradlinigen Figuren und 
Kreiſen oder Kreisſegmenten zurückgeführt iſt. 


deren Durchſchnitt mit 
5 dem! Cylinder 400⁰7 
Wen man als den ge— 
cr gebenen anſehen kann) 
das Rechteck DEIK 
bildet; der Durchſchnitt 


5 Durch dieſe Conſtruc⸗ 


Cylindermantel, deren 


Linien DM und EN 


Me emen, und gane 


. es fe alem dür bz ER Be "fe, 2. 
a eine auf d. Grundfläche 7 5 a 


ſenkrechte Ebene gelegt, 3 


diefer beiden Ebenen 
ſelbſt aber ſei MN. 


tion gewinnt man zwei 
Flächenräume auf dem 


einer DABNOM von 
den Bogen DAE, 
MON und den geraden 


der andere DHENOM 
von den Bogen DHE, 
MON und denſelben 
Geraden begrenzt wird, 
welche jeder für ſich 


leicht quadrirbar ſind, 


und deren Unterſchied der Mantel ADEH des Hufes iſt. Zu dieſem Zwecke 
ſehe man die Grundfläche des Cylinders als ein reguläres Polygon von 
unzählig vielen, unendlich kleinen, Seiten an, alſo den Mantel desſelben als 
eine Summe unendlich kleiner Rechtecke, die jene Seiten zu Grundlinien 
haben; der zwiſchen den Bogen DAE und MON begriffene Theil eines jeden 
dieſer Rechtecke bildet ein Trapez, wie mnsr, und die Fläche DAENOM iſt 
als die Summe dieſer unzählig vielen Trapeze anzuſehen. Gleichzeitig bildet 
der zwiſchen DHE und MON begriffene Theil eines ſolchen Trapezes ein 
unendlich kleines Parallelogramm ves und die Fläche DHENOM iſt die 


Summe dieſer Parallelogramme. Um nun 


1) die erſte dieſer beiden Summen zu finden, falle man aus m und „ 


= auf 2 die Perpendikel mp und ng und errichte in J und p auf DE in 
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der Ebene des Rechteckes DEJK die Senkrechten gr und py; das hiedurch 


entſtehende Rechteck pgry wird dem Trapez mnsr an Inhalt gleich ſein. 
Denn halbirt man mn in o, zieht ot || mr oder ns, fo iſt, da ot | mn, das 
Trapez mnsr = mn X ot. Aus o fälle man ou . FG, verbinde « mit 
, o mit C und ziehe durch „mit DE eine Parallele ns bis zur mp; es iſt 
dann wegen Gleichheit der Winkel: 


A mnz O Con und A out AC; daher: 


mn: fun = Co:ou = AO: ot, 
\pg 04 \ ge 


woraus folgt, daß mn X ot—= pqX , alſo das Trapez mus, gleich dem 
Rechtecke pνν Da dasſelbe von allen übrigen Trapezen gilt, aus welchen 
die Fläche DAENOM, der zu Grunde gelegten Vorſtellung gemäß, beſteht, 
jo erhellt, daß dieſe ganze Fläche dem Rechtecke DEJK gleich iſt, deſſen 
Grundlinie die Sehne DE und deſſen Höhe 40, d. i. der Höhe des Hufes 
F400, gleich iſt. 


Was 2) die andere, einen Theil der erſten bildende Fläche DHME NON 
anbelangt, ſo ſind die Parallelogramme, aus welchen ſie nach dem oben 
Geſagten beſteht, ſämmtlich gleich; denn ein ſolches Parallelogramm, wie 
rrus iſt, da re und sw auf mm ſenkrecht ſtehen, = re X mn = OHX mn; 
oder, wenn MN und CO ſich in L ſchneiden, auch = BL X mn. Die 
Summe der Parallelogramme oder die Fläche DHENOM ift daher einem 
Rechtecke gleich, deſſen Grundlinie jo lang wie der Kreisbogen DAE und 
deſſen Höhe BL iſt, alſo auch dem Mantelſtücke DAENPN eines Cylinders 
über der Grundfläche des gegebenen und von der Höhe BL. 


Der Mantel des hufförmigen Abſchnittes HDAE iſt nun der Unterſchied 
zwiſchen den beiden jo beſtimmten Flächen DAENOM und DHENOM, 


Iſt das die Grundfläche des Hufes bildende Kreisſegment größer als 
der Halbkreis, jo gilt, wie man leicht finden wird, dasſelbe, mit der Modifi⸗ 
cation, daß der Mantel des Hufes nun die Summe der beiden vorhin 
betrachteten Flächen, alſo auch der ermittelten, ihnen gleichen, Rechtecke oder 
Producte iſt. 


J. Zuſatz. Iſt die Grundfläche des Hufes, wie die von 4760, ein 
Halbkreis, jo verſchwindet die zweite der vorhin betrachteten Flachen DENON 
mit BL, und der Mantel eines ſolchen Hufes it einfach dem Rechtecke aus 
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den Durchmeſſer FG und jeiner Höhe 40 Sei — af die Grundfläche 
eein ganzer Kreis, fo iſt, wie unmittelbar einzuſehen, der Mantel des Hufes 
die Hälfte des eee bei gleicher Höhe. E 


1 2. A Eu es Radius der Grundfläche des Chlinders CA sea 
er, die Höhe des hufförmigen Abſchnittes AH = h, die Höhe des 
Kreisſegmentes, welches ſeine Grundfläche bildet, AR = a; fo er 
gibt ſich aus dieſen drei als gegeben betrachteten Stücken zunächſt 
40 55 n 2 je nachdem a — 
a a da 

oder —> r, ferner, wenn man die das Kreisſegment begrenzende Sehne DE 
mit , den begrenzenden Bogen DA mit b und den entſprechenden Centri— 
winkel DCE mit 8 bezeichnet: 7 


. 1 | 
a (r a), 5 1807 ar; 


der Winkel 3 oder vielmehr 48 muß trigonometriſch durch ſeinen Coſinus 


en 


beſtimmt werden; es iſt nämlich cos 26 = 1 Drückt man mittels 


dieſer, theils unmittelbar gegebenen, theils daraus abgeleiteten Werthe den 
Inhalt der oben betrachteten Flächen aus, ſo erhält man: 


Fläche DAENOM — Rechted DEIK — 1 N 


Ber a) 


Fläche DHENON — Bogen DAEX BL= 


8 5 b — 5 
a 


je nachdem a — oder — „; im erſten Falle iſt der Mantel des Hufs 
die Differenz, im zweiten die Summe beider Flächen; daher iſt dieſer 


„ im anderen Falle 


J 
h f U 0 3 
de 4 Nr ＋ 5 (a — 5 Beide Ausdrücke vereinigen ſich in dem jedenfalls 


Mantel im erſten Falle = 3 er — b (r — a) 


gültigen: Mantel des Hufes 11 5 — 4 b— c) \ deſſen geome- 


triſche Bedeutung zu Tage liegt und der ſich auch leicht durch ähnliche 
Schlüſſe, wie die oben gebrauchten, unmittelbar beweiſen ließe. 


3. Aufgabe. Den cubiſchen Inhalt des hufförmigen Cylinder⸗ 
abſchnittes zu finden. 


| 


1 5 
N * l . 7 1 4 TER 9 
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Auflöſung. Betrachtet man, wie vorhin, die Grundfläche des 
Cylinders als ein reguläres Polygon von unendlich vielen, unendlich kleinen, 
Seiten, mithin auch die Fläche DAENOM (Fig. 203) als die Summe un⸗ 
zählig vieler, unendlich kleiner, Trapeze wie mnsr; und ſieht dieſe Trapeze 
als die Grundflächen eben ſo vieler Pyramiden an, deren Spitze C iſt, fo 
haben dieſe Pyramiden alle den Radius der Grundfläche zur gemeinſchaft⸗ 


lichen Höhe und ihre Summe iſt daher einer Pyramide von derſelben Höhe 


gleich, deren Grundfläche ſo groß wie die Fläche DAENOM it, mithin jo 
groß wie das Rechteck DEJK (2). Dieſe Summe bildet aber den aus dem 


Körper DAENOM und der Pyramide C DENN zuſammengeſetzten Körper 


CDAENOM. Hieraus folgt, daß der Körper DAENOM dem Ueberſchuß der 
erſten Pyramide über die zweite gleich iſt; ſein Inhalt iſt demnach: 

DE. 40 CA = DE- OH- BC. Von dieſem Körper iſt der Raum 
DHE VOM abzuziehen, um den cylindriſchen Huf zu erhalten; es bleibt daher 
dieſer Raum zu beſtimmen. — Zu dem Ende theile man ihn durch Ebenen, 
welche parallel mit 400 durch m, m, x. geführt find, in Prismen, deren 
jedes von zwei dieſer Ebenen, von den Ebenen DHE, FO, DEJK und von 
dem Elementartrapeze des Mantels eingeſchloſſen wird; ein ſolches Prisma 
ſei rsfgewgp (f und g bezeichnen in der Figur die Durchſchnittspunkte von 
HN mit ge und py); feine Grundflächen ſind die congruenten Trapeze rsfq 
und 9%. Leicht iſt es auf ähnliche Weiſe, wie in IV., 3 zu zeigen, daß 
dieſes ſchiefe Prisma einem ſenkrechten Prisma über mngp gleich iſt, deſſen 
Höhe DM oder DL iſt; denn, zieht man beide Körper von dem Obelisken 
mnpagfgsr ab, jo bleiben congruente Körper übrig; daher iſt auch der ganze 
von den Ebenen DHE und MON, dem Mantel und dem Rechtecke DENM 
begrenzte Körper DHENOM einem ſenkrechten Prisma oder Cylinderſtücke 


Grundfläche des Hufes iſt. Hiermit iſt die Beſtimmung des cubiſchen Inhaltes 
auf Bekanntes zurückgeführt. a 


Zuſatß 1. Mit Beibehaltung der in der vorigen Nummer gebrauchten 
Bezeichnungen iſt die Grundfläche des Hufes & = ! fac r (b — ce und 


fein cubiſcher Inhalt = } ch (Ar — a) — . („ = a6; ſubſtituirt man 


im letzteren Ausdrucke für 6 ſeinen Werth nach dem erſten und berückſichtigt 


den von e, jo erhält man nach den gehörigen Reductionen: 


Inhalt des Cylinderhufes = 21e RT. RR real 


gleich, deſſen Höhe BL und deſſen Grundfläche das Kreisſegment DAE die 


＋ 


em eimer uns beten 285 


5 ar N ante ab . S die „ Grunsfläce des Hufes ein Halbkreis, fo iſt 

ee 18 25 = nr, daher der Huf = zune d. h. der Huf beträgt 8 
> Ku Prisma, deſſen Grundfläche = rs und deſſen Höhe = h iſt. Hat 
der Huf einen vollen Kreis zur Baſis, ſo beträgt er, wie ſich unmittelbar | 
einſehen läßt, 27, d. i. die Hälfte des Cylinders, von derſelben Grund⸗ 
fläce und Höhe. 


N 


4 Die Löſung der nun folgenden Aufgaben über die hufförmigen 

* Abſchnitte des geraden Kegels erfordert zu ihrer Durchführung die Kenntniß 
der Quadratur der Kegelſchnitte, mit deren Theorie der Gegenſtand überhaupt 
eng zuſammenhängt. Obgleich dieſe Theorie erſt im vierten Theile dieſes 
Werkes ihre Stelle finden wird, ſo tragen wir doch kein Bedenken, hier das 
Nöthige daraus durch Anführung der betreffenden Sätze zu anticipiren und 
für deren Beweis auf den vierten Theil zu verweiſen, damit auf dieſe Weiſe a 
die Möglichkeit gewonnen werde, alles die hufförmigen Abſchnitte Betreffende EN 
hier zuſammen zu ſtellen. Jene Sätze aber find: 15 


a. Die Projection eines jeden Kegelſchnittes auf eine von der ſeinigen 
verſchiedene Ebene iſt wieder ein Kegelſchnitt derſelben Art. 


b. Jedes Parabelſegment (d. i. der zwiſchen einem Bogen der Parabel 
und ſeiner Sehne enthaltene Flächenraum) beträgt 2 eines Rechteckes, 
deſſen Grundlinie die Sehne des Segmentes iſt und deſſen gegenüber⸗ 
liegende Seite die Parabel berührt. 


c. Haben zwei Ellipſen (den Kreis inbegriffen) oder auch zwei Hyperbeln 
eine Achſe gemeinſchaftlich (die andere ſei verſchieden), und man errichtet 
auf ihr eine Senkrechte, ſo verhalten ſich die durch dieſe Senkrechte 
abgeſchnittenen auf einerlei Seite von ihr liegenden Segmente beider 
Figuren wie die Theile der Senkrechten, welche die Segmente 
begrenzen. h; 


d. Zwei aus dem Mittelpunkte einer Hyperbel nach den Endpunkten 
eines Bogens derſelben gezogene gerade Linien bilden als Radien 
mit dieſem Bogen einen hyperboliſchen Sector. Iſt die Hyperbel 
eine gleichſeitige und einer jener Radien die halbe Querachſe (a), 
find ferner * und y die ſenkrechten Abſtände (Coordinaten) des End— 
punktes des Bogens von den Achſenrichtungen, ſo verhält ſich der 
Sector zum Quadrate über der halben Querachſe a, wie der natür⸗ 


liche Logarithmus der Zahl * — N zu 2. 


Heis u. Eſchweiler. II. 15 


Außer d der Theorie 505 Regelfenitte When Süben Went auch 
Be der der Projectionslehre ongehärige, a ‚bemeifende, Saß im Fol 
genden zur Anwendung: . Ä : = 
e. Jedes Dreieck verhält ſich zu ee 1 auf einer gegen die 
ſeinige ſchief gerichteten Ebene, wie irgend eine gegen den Durchſchnitt 
beider Ebenen ſenkrecht gerichtete gerade Linie in der Ebene des 
Dreieckes zu ihrer Projection in der anderen. 
Ueber dieſen allgemein von jeder Figur geltenden Satz vergleiche man den * 
dritten Theil dieſes Lehrbuches, „Ebene und ſphäriſche Trigonometrie“, XII., * 


5. Aufgabe. Den Mantel des von einer Parabel begrenzten huf⸗ = 
förmigen Abſchnittes eines geraden Kegels ſeinem Inhalte nach zu beſtimmen. 2 


Auflöſung. ZGBH ſei der hufförmige Abſchnitt eines ſenkrechten 
Kegels ADB, deſſen Achſe AC, der ihn begrenzende Kegelſchnitt GEH eine 
Fig. 204. Parabel ſei. Die Ebene dieſes 
a Schnittes treffe die Grund⸗ 
fläche des Kegels in der 
Sehne GH; zieht man durch 
deren Mitte 0 den Durch⸗ 5 
meſſer DB der Grundfläche, 9 
jo ſteht GH nicht allein 
auf DB, ſondern auch 
auf der Ebene ADB jene 8 
recht; daber auch die Ebene 
GEH auf ADB. Der Durch? 
ſchnitt dieſer beiden letzteren 
ſei 0E. Bekanntlich muß, 
ſoll GEH eine Parabel ſein, 
OE der Kegelſeite AD parallel laufen, weßhalb OEB ein gleichſchenkeliges Br 
en Dreieck ift, worin EO = EB. Fällt man alſo LA . 2 a M die Mitte 2 5 
. 5 von OR; El iſt die Höhe des Kegelhufes. 5 
A Um nun den Mantel dieſes letzteren ſeiner Größe nach zu ermitteln, 
betrachte man den von den Kegelſeiten AG, AH und dem Bogen Gh 
begrenzten Theil des Kegelmantels AGBH; da derſelbe ſich zum ganzen 
Kegelmantel eben jo verhält, wie der Bogen GBH zum ganzen Umfange der 
Grundfläche, ſo darf ſein Inhalt als bekannt oder gegeben angeſehen werden. 
Er wird aber durch die Parabel in zwei Stücke getheilt, deren eines (EGBH) 


an, 5 Größe des a von AG, AH und der 


7 ee ae ts AGEH zu ermitteln, 


Zu dieſem Ende projicire man die Parabel GEH auf die Grundfläche 


25 1180 Kegels; die Projection ift eine durch 6, K und H gehende Parabel, 
8 deren Scheitel „ Projection des Scheitels E der erſten Parabel iſt ). Zieht 


man nun noch C6 und CH, fo iſt der paraboliſche Sector CGKH die Pro⸗ 
jection der in Rede ſtehenden koniſchen Fläche 46 EH. Beide ſtehen in 
einem leicht aufzufindenden Verhältniſſe. Sieht man nämlich die Grund— 


fläche des Kegels als ein reguläres Polygon von unzählig vielen, unendlich 


kleinen, Seiten an, deren eine etwa mn iſt, ſo muß man folgerichtig den 
Kegelmantel als die Summe eben jo vieler, unendlich kleiner, gleichſchenke⸗ 
liger Dreiecke betrachten, deren Grundlinien jene Seiten ſind und deren Höhe 
= AB it. Ams iſt eines dieſer Dreiecke; treffen die Seiten Am und An 
desſelben die Parabel GEH in 5 und 4, fo iſt gleichzeitig 4 als ein 
Dreieck anzuſehen, welches einen Theil der Fläche 46 E. ausmacht, und 
die Projection desſelben Crs als ein Dreieck, welches einen Theil des para: 
boliſchen Sectors CGKH bildet. Beide Flächen ſind als die Summen un⸗ 


zählig vieler ſolcher Dreiecke zu betrachten. — Dem in der vorigen Nummer 


unter e) aufgeführten Satze gemäß verhält ſich aber A 45% zu A Crs, 
desgleichen A Amn zu A Cmn, wie die Höhe 47 des Dreieckes Amn, da 
fie ſenkrecht auf mn ſteht, zu Ci, oder auch, was bei der zu Grunde gelegten 
Anſicht dasſelbe iſt, wie AB : EB, d. i. wie die Seitenlänge des Kegels zum 
Radius ſeiner Grundfläche; deßhalb verhält ſich nun auch die ganze Fläche 
AGEH zum paraboliſchen Sector CGAH als der Projection derſelben wie 
AB: CB. Die Quadratur der erſteren Fläche iſt dadurch auf die der letzteren 
reducirt und die Aufgabe als gelöft zu betrachten. Es bleibt nur die Aus- 
führung zur Aufſtellung einer Formel. Gegeben ſei: 

die Seitenlänge des Kegels AB = d, 

der Radius ſeiner Grundfläche CB = x, 

der Abſtand der Kegelſpitze A vom Scheitel E des hufförmigen Ab— 

ſchnittes oder der ihn begrenzenden Parabel AE = e. 
In der Wahl dieſer Stücke leitet die Abſicht, für die zu beſtimmende 

Größe einen möglichſt einfachen Endausdruck zu gewinnen. Der Weg dazu 
iſt folgender: 


) Der Brennpunkt der Parabel GH it C. 


15* 


= ZU e (a — e). Nach dem in der vorigen Nr. unter 5 5 angeführten 


881 beträgt das Parabelſegment GHK zwei ? a eines aus GH 6 
OK gebildeten Rechteckes; daher, und weil ON = 4 OB iſt, das Segment 


GHK „„ Für das Dreieck CGH ergibt RB: A c 


— e daher der paroboliſche Sector CGKH = BE + 2) 5 


x 20 Er 
Da ſich nun dieſer Sector zum Theile des Kegelmantels, deſen Pro- 3 
jection er ift, d. i. zur Fläche AGEH wie r zu a verhält, ſo iſt die N 


AGEH = e (a & 20). 


Der die Grundfläche des Kegelhufes 1 Bogen GBH 5 a 
b, der entſprechende Winkel am Mittelpunkte X GCH = 2. 
Soll aus den gegebenen Stücken berechnet werden, ſo kann dieſes nur 
mittels einer ſeiner trigonometriſchen Functionen geſchehen, etwa des Coſinus 


es iſt nämlich co = 7 1, dann 5 = 5 Iſt hiernach 95 


und damit auch 5 gefunden, fo iſt der von AG, AH und dem Bogen GBH 
begrenzte Theil des Kegelmantels AGBH = 3 ab; zieht man hiervon die u 
Fläche AGEH ab, ſo erhält man den Mantel des hufförmigen 
Abſchnittes EGBH oder: : Be 
M= 2 ab — e (a ＋ 20. 
Die ganze Oberfläche des Hufes iſt: 


2 (a + r) (O ＋ c) — ce 1 — a) 5 
Zuſatz. Liegt E in der Mitte der Kegelſeite AB, 1 fällt 0 ne 


und die Grundfläche des Hufes iſt ein Halbkreis. Es iſt dann 0 1% 8 
5 nr, e Ar, M= Un = dor.“ r Be 


ſchnitt ADB ſenkrecht 


zur Ebene der Ellipſe; 

der Durchſchnitt bei⸗ 

der ſei EF; EF iſt 

die große Achſe der 

Ellipſe. Aus den 

Endpunkten E und 

F dieſer Achſe fälle 

man auf BD die 

Perpendikel EA und 
FI. Wird nun die 
Ellipſe EG FH auf 
die Grundfläche des 

Kegels projicirt, ſo 

iſt die Projection 

gleichfalls eine El⸗ 
lipſe, welche durch 

die Punkte 6, I, H 

und K geht und deren große Achſe IK if. M ſei deren Mitte und über 
IK als Durchmeſſer ein Halbkreis beſchrieben, welcher die verlängerte gemein⸗ 
ſchaftliche Sehne beider Ellipſen und der Grundfläche GH in L treffe. 

Der elliptiſche Sector CEA iſt nun die Projection der von AG, AH 
und dem elliptiſchen Bogen GEH begrenzten koniſchen Fläche AGEH und 
verhält ſich daher, was ganz wie in der vorigen Nummer bewieſen wird, zu 
dieſer Fläche wie CB zu AB. Aus der Quadratur der einen dieſer Flächen 
folgt alſo gleich die der anderen. Das Nähere gibt die folgende Aus füh⸗ 
rung. Gegeben ſei: 
die Seitenlaͤnge des Kegels AB = a, 
der Radius feiner Grundfläche CB = r, 
die Abſtände der Kegelſpitze von den Endpunkten der großen Achſe 

der Ellipſe, nämlich AE = e und 4F = . 


2 


Aus AD , A 


Proportionale C/ . 255 on wie aus san - , AE >= 45 cb = * deren f 


e. 


vierte CK = ; aus beiden deren Summe IK = 5 


Zieht man ferner durch E mit BD eine Parallele EE“ bis zur 4, 7 
ergibt fh aus EE f e, ID = a und EE! = 20k 


. 5 3 
= 2 — „deren vierte Proportionale DO = ei woraus OB 
a a eo Be 


BD — = ar und aus dieſen beiden einestheils deren RR 
halbe Differenz CO =* Ber re andererſeits deren mittlere 


Proportionale OH = 2rV 2 Tr ZI m noch OL auszu⸗ 


drücken, hat man 01 und OK zu ſuchen. Es iſt aber 
FE':FD= FE: FO IK : 10 und 
FE': ED=FE: OE = IK : KO; daher und da 


Fl. f e, FD f a, ED ue, 1 it 10 


7 


t 5 (a — e) (e f) 1 0 5 
e OK ua moraus ihre mitt 1 


lere Proportionale OL = 3 I een Aus dieſen 


Werthen von OH und OL folgt, daß 0H: 0L = 2 Ver: 0 + ). 


Nach dem in Nr. 4 bei c) angeführten 15 verhält ſich das W En 
die Sehne GH abgeſchnittene halbe elliptiſche Segment OKH zu dem 
durch dieſelbe (verlängerte) Sehne abgeſchnittenen halben een 15 
OLK wie OH : OL; eben fo verhält ſich aber auch das Dreieck COH zum 5 
Dreiecke COL; daher verhält ſich auch OKH + COH zu OKL + COL, 

d. i. es verhält ſich der elliptiſche Sector?) CHK zum Flächenraume CL 

wie 0H: OL. Hieraus läßt ſich der erſtere finden. Denn zieht man 
ML und bezeichnet den Winkel CML mit «, fo ergibt ſich leicht 
zur Beſtimmung des Winkels & aus einer feiner trigonometriſchen 


) C ift einer der beiden Brennpunkte der Ellipſe. i 


. 


300 * ML 0 a it das duet 170 


e le N e 95 folglich der Unterschied 


C * 75 aa 

))CCCV˙VVùàVà G 

N 8 i. der Flächenraum CLK = dar — 1 5006 (e + N — 
i J . 1 j Da diefer fih zu CHK wie OL: OH d. i. wie 
e 2½e/ verhält und das Doppelte von CHK zu der im Kegel— 
2 mantel liegenden Fläche AGEH wie r : a, ſo iſt dieſe letztere Fläche 
b f = Ver ls 2 F a (a—e) |. Setzt man, der 
E Pe e die Sehne, welche die 8 e NE des 1 begrenzt, 
. = C 

. =D a CHE Euer „ fo erhält man 
aaauch: Fläche AGEH = 3608 . le + N Ver-te o). 


* Um zum Ausdrucke für ven n Inhalt des Mantels überzugehen, ſei der die 


; Grundfläche des Hufes begrenzende Bogen GBH = b, der entſprechende 8 
5 Centriwinkel GCH = 2%; dieſer wird aus dem Coſinus Br El gefun⸗ = 
Hr _ 2ef—ale+f) 
den, indem cos = 55 Es iſt dann Be 5 nr, der 


zwiſchen den Kegelſeiten AG und AH enthaltene Theil AGBH des Mantels 
— + ab; zieht man hiervon die Fläche AGEH ab, jo bleibt als Ausdruck 
für den Mantel M des Kegelhufes: 


rare e e 360 4 C / Ver. 


% Zuſstz. Iſt die Grundfläche des Hufes die des Kegels, alſo ein 
ganzer Kreis, ſo iſt F = a, o = O, „ = 180%, y= 180% 6 = A2nrx, 


vs A “royal: R 
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7. Aufgabe. Den Mantel des vom Segmente einer Hyperbel 
begrenzten Hufes beim ſenkrechten Kegel zu finden. 


Die Auflöſung hat 
nur Schritt für Schritt der 
in (6) für die Ellipſe gege⸗ 
benen zu folgen, weßhalb 
die correſpondirenden Punkte 
in den Figuren zu beiden 
mit denſelben Buchſtaben 
bezeichnet ſind. Den einzi⸗ 
gen Unterſchied macht die 
Quadratur des hyperboli⸗ 
ſchen Sectors MLK, der an 
die Stelle des Kreisſectors 
MLK der vorigen Figur 
tritt und ſich nur durch 
Anwendung der Logarith⸗ 
men quadriren läßt. Der 
Analogie mit dem vorigen 
folgend, wird man finden: 


rf ur a ne _ ?re(f+ a 

IC a =, it 4 i eee 3 
2 ef + en — fa) 
DENT er N re 5 


27e U h (ae — eo i i . 
OH = V Beſchreibt man noch über K als Achſe 


eine gleichſeitige Hyperbel und trifft GH dieſelbe verlängert in L, jo findet 
CNN C= „== e 
a ee 
C= LLL = 
a a(f+e 
OH OL = 2Yef:(f e. — Nach dem in Nr. 4 bei c) angeführten 
Satze verhält ſich auch hier das halbe hyperboliſche Segment OKH zu dem 
entſprechenden halben Segment OKL der gleichſeitigen Hyperbel wie 
OH: OL. Eben fo verhält ſich das A COH zum A COL; daher verhält 


ih aus J0 = 


mittlere Proportionale OL = 


„ deren 


„ daher nun 


8 laßt ſich der erſtere finden. Denn 
a 5 f an einen hyperboliſchen Sector MRI, 
welcher ſich nach den in 4 unter d angeführten Satze zu 4 KI? 


wie der naturliche Soparithmus bet Zahl dee zu 2 ver 
2 

. er EN a Ma 

zal; da nun MO = 1 000 + of) e 


(OL und x find ſchon oben angegeben], fo iſt jener Sector MKL = 


( log. nat, Ve+f+Va-e Das Dreieck CMI. iſt 


Ve +f 
= 2 . 0L . folglich (wenn man zur 
Ve+f+ Va — e 


Abkürzung die Zahl n ſetzt), der Unterſchied beider, 


Ve+f 

d. i. der Flächenraum CLK = . 
1 e TA — eh log. nat. u.. 
der ie folgt hieraus, daß die zwiſchen AG, AH und GEH liegende koniſche 
Flache 40H = „ Ver V TT — W- en bog. nat. |: 
Setzt man, wie bei der Ellipſe, die Sehne, welche die Grundfläche des Hufes 


dr Vr@+N@-— eo 
ale +-N 


Fläche AGEH=4c(e+f) -— ( — e) Ve. log. nat. n. 


Ganz wie bei 


begrent, GH = € = — —, fo erhält man noch: 


Zieht man dieſe von der Fläche AGBH = zab ab, wo b = er nr, 


2 2 ef 77,8 if e) 8 
BE een FT „ſo ergibt ſich für den Mantel M des ‚Kegel: 
hufes der Ausdruck: 
„öͤĩX;6ꝗęf̃]¶ e) Ve: log. nat. n. 
Zuſatz. Iſt die Ebene der den Mantel begrenzenden Hyperbel der 
Achſe des Kegels parallel oder . gegen deſſen Grundfläche, ſo iſt 
f = e, daher cos 2 re * a® — e?, und der Ausdruck des 


Mantels reducirt ih auf M = 2 85 — ce). 


U wie o 0¹ 


8 


a 2050 Wee Aufgabe kommt 65 l an, „ den Jabel der 
beiden pyramidalen oder koniſchen Körper zu beſtimmen, deren Spitze in 4, 
der Kegelſpitze, iſt, und von welchen der eine das Kreisſegment GBH, die 


Grundfläche des Hufes, der andere das Parabelſegment GEH, feine Seiten i 


fläche, zur Baſis hat. Der Inhalt des . EGBH it dann der 
Unterſchied beider Körper. 


Fig. 207. 
A 


Was den erſten derſelben AGBH . ſo iſt been. Grund 
fläche GBH die Differenz zwiſchen dem Kreisſector CG und dem 
Dreiecke CGH; jener iſt, nach den in (5) Sabre Vegeichnungen, 

13 ER 
ie daber jene Grumfläce 6 
n 55 x By 


=}; rb, dieſes a 


ee 0 „ 


Kegels , ſo iſt fen Inhalt = 


N 5 Vas — r® ji Yes bebe bie. 


Da a Ti a 


RR 


A 


ie dem dene des | Dreies ABD erkennt, = 2 ein A = 


2 
- . dieſen Werthen der She AP und der Ade GEH ergibt 


4 cehr (a — e) 


9 a? 


ſch der Inhalt des Körpers AGEH = 


Da der hufförmige Abſchnitt EGBH die Differenz beider Körper iſt, ſo 


| erhält man für denſelben, bezeichnet man feinen Inhalt mit H, 


241 e ce ce a — 0 
MT 5 „„ a 3a? a 


oder nad) der Reduction 


— 37 a A 
2 3a 


1 
1 3 k 


Zufas. Iſt die Grundfläche des Hufes ein Halbkreis, jo ift 


5 2 
* = 5 nr, ce=?r, daher H = zur! 2 — 3) 


9, Aufgabe. Den cubiſchen Inhalt des von einem elliptiſchen Seg⸗ 
mente begrenzten Kegelhufes zu finden. (Fig. 108.) 


Die Grundfläche des Körpers 46, deſſen Inhalt zunächſt zu beſtim⸗ 
men iſt, ergibt ſich durch Abzug des Dreieckes CGH vom Kreisſector CG BIA. 
Das Dreieck CH iſt, nach den in (6) gebrauchten Bezeichnungen und 


dem dortigen Werthe von C0, gleich ee der Sector 


; Re, . 
CGBH = br, Bogen 5 = gu cos ? Q = e 


| 70 8 ER e 
alfo das Kreisſegnent GBH 2 . 4 7 ef 


ee 8 
iir ER 


F 


Bezeichnet nun A die Höhe oder Achſe des Kegels, ſo iſt der Inhalt des 5 

x 5 h % (2ef — e m N es 
Körpers AGBH = 6 5 — ir an zum 5 
Körper AGEH erhält man aus dem in (6) entwickelten Werthe des 
Flächenraumes CLA und ſeinem Verhältniſſe zu CHK den Sector CG A r 


der „ef an (e EY e |, Br 
es iſt nämlich CGKH = a ae a 
wo 4 ſo, daß cos a —® + 5 , oder, da Volta ey, 


f 
ZN ner Sein EOEN 35 


. 


1 an ‚ıVef ee 
da ER 


90° a pr 


K. 


Be; 


u if, wie M EE. 


ae . GEH = 


Bet Korpers Ae, e Höhe iſt das aus A auf EF zu ſällende Perpendikel 
Ab. Da das Dreieck AEF ſich zum Dreiecke ABD wie ef zu a? verhält, 


Tebteres aber = hr, fo iſt das erftere = 5 und daher AP — 8 775 


Hieraus folgt nun der Inhalt des Körpers 46 EH — 4GEH- AP 


efhr an EEE . 20) 
%%% (( 

f Da der hufförmige Abſchnitt EGBH die Differenz der beiden Körper 
AGBH und AGEH iſt, jo ift dieſer Abſchnitt (man bezeichne ihn kurz mit J 
. ce (a + ef) (e 7) — 4 aef] e 


4 e) 900 Ver) 


. 


Zuſatz. Iſt die Grundfläche des Hufes ein Halbkreis, ſo muß 
a(e+f) =2ef ſein. Es iſt dann = 90%, b= ar, c 2x, cos * = 


2 e @ e+f. 
Fedder en 2 2 . Ta e, 


It die Grundfläche ein ganzer Kreis, alſo die des Kegels, fo iſt 
5 3 
H= I Ar 1 — 2 5 |; der Ueberſchuß des Kegels über den 


hufförmigen Abſchnitt verhält ſich zum ganzen Kegel wie e Ve:a Va. 


— 


10. Aufgabe. Den cubiſchen Inhalt des vom Segmente einer Hy⸗ 
perbel begrenzten Kegelhufes zu finden. f 


Man hat nur / negativ zu nehmen und ſtatt 3 I. log. nat. u 


zu ſetzen, um aus den in (9) für die Ellipſe gefundenen Ausdrücken die für 
die Hyperbel geltenden abzuleiten. Man findet ſo auf dem kürzeſten Wege: 


2 2 
Körper AGBH — 5 Ba ee, + ea fa) 


a(f+ e) b 


efhr fe U e 2a 4r eher 
6a? | i e ＋ 


Körper 46 EH =. log. nat. n 


[4 


ET 
EN, 
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An 
Süße und Aufgaben über Maxima und Minima. 
A. Das Parallelepiped. 


15 Aufgabe. Ein rechtwinkeliges Parallelepiped zu conſtruiren, wel⸗ 
ches bei gegebener Höhe und gegebener Summe der Kanten den größten 
Inhalt hat. 


Auflöſung. Das Maximum des Inhaltes des Parallelepipedes hängt 
von dem Maximum des Inhaltes der Grundfläche ab. Da aber der Umfang 
der Grundfläche ein gegebener iſt, ſo muß nach Plan. XII., 9. für den Fall 
des Maximums der Grundfläche dieſelbe ein Quadrat ſein. 

Zuſatz. Ein rechtwinkeliges Parallelepiped mit quadratiſcher Grund— 
fläche hat alſo unter allen Parallelepipeden von gleicher Höhe und derſelben 
Kantenſumme den größten Inhalt und umgekehrt hat ein rechtwinkeliges 
Parallelepiped mit quadratiſcher Grundfläche unter allen Parallelepipeden 
von derſelben Höhe und demſelben Inhalte die kleinſte Summe der Kanten. 


2. Satz. Der Würfel hat unter allen rechtwinkeligen Parallelepipeden 
von derſelben Kantenſumme den größten Inhalt und umgekehrt unter allen 
Parallelepipeden von demſelben Inhalte hat der Würfel die kleinſte Kau⸗ 
tenſumme. a 


Die Beweiſe ſtützen ſich auf 1. 


3. Aufgabe. Dasjenige rechtwinkelige Parallelepiped von quadra⸗ 
tiſcher Grundfläche zu finden, welches bei gegebener Summe der Höhe und 
einer Seite der Grundfläche den größten Inhalt hat. 


Auflöſung. Es heiße die Höhe des geſuchten Parallelepipedes 2, die 
Seite der Grundfläche y; alsdann iſt y + = von gegebener Größe m. 
Denkt man ſich ein Parallelepiped von doppelter Höhe und von derſelben 
Grundfläche wie das gegebene, ſo iſt die Summe dreier an einander ſtoßen⸗ 
den Kanten desſelben = 2 = = 2 +23 = 2m, Die Aufgabe 
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it, da von dieſem Parallelepiped die Summe der Kanten bekannt iſt und 
dasſelbe zugleich mit dem geſuchten zu einem Maximum wird, auf den vor⸗ 
hergehenden Satz zurückgeführt. Es muß alſo 22 — y oder 2 = 4y fein. 
Es hat alſo dasjenige rechtwinkelige Parallelepiped von quadratiſcher Grund⸗ 
fläche, deſſen Höhe die Hälfte der Seite der Grundfläche beträgt, den größten 
Inhalt. 

1. Zuſatz. Es wird alſo, wenn y+ 2» = m, J zu einem Maxi- 
mum, wenn 2 = 2 iſt. a 

2. Zuſatz. Iſt das rechtwinkelige Parallelepiped / von gegebenem 
Inhalte, fo wird y s zu einem Minimum, wenn = 3% iſt, 


4. Aufgabe. Unter allen rechtwinkeligen Parallelepipeden von der⸗ 
ſelben Höhe und derſelben Summe der Kanten dasjenige zu finden, welches 
die kleinſte Diagonale hat. ' 

Auflöſung. Da das Quadrat der Diagonale des Parallelepipedes 
der Summe der Quadrate der Höhe und der Diagonale der Grundfläche 
gleich iſt, ſo hängt das Minimum der Diagonale des Parallelepipedes vom 
Minimum der Diagonale der Grundfläche ab, deren Umfang bekannt iſt. 
Aus Plan. XII., 29 oder auch aus der Formel (a + 5% + (a — 00 = 
Ya? + 2b? ergibt ſich leicht, daß unter allen Rechtecken von gleichem Umfange 
das Quadrat die kleinſte Diagonale hat. Die Grundfläche des rechtwinkeligen 
Parallelepipedes muß alſo ein Quadrat ſein. 

5. Satz. Unter allen rechtwinkeligen Parallelepipeden von derſelben 
Summe der Seitenkanten hat der Würfel die kleinſte Diagonale. 

Der Beweis ergibt ſich unmittelbar aus 4. 

1. Zuſatz. Von allen rechtwinkeligen Parallelepipeden von gleicher 
Diagonale hat der Würfel die größte Summe der Kanten. 8 

2. Zuſatz. Iſt 1 % 2 = s, ſo erreicht * ＋ 1 + s ein 
Minimum, wenn r = ⏑ = Is. 

3. Zuſatz. Iſt * ＋ 5 ＋ =* = ds, ſo iſt 1 ＋ 9 ＋ s ein Maxi⸗ 
mum, wenn 1 = / = S. 

6. Aufgabe. Unter allen rechtwinkeligen Parallelepipeden von der⸗ 
ſelben Höhe und gleicher Grundfläche dasjenige zu finden, welches die 
kleinſte Diagonale hat. 

Auflöſung. Die kleinſte Diagonale des Parallelepipedes hängt ab 
von der kleinſten Diagonale der der Größe nach gegebenen Grundfläche. 
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Heißen die Selen ber der Größe nach gegebenen Grundfläche z und y, jo 
läßt ſich leicht nachweiſen, daß 2? + y? ein Minimum wird, wenn x — y. 
Denn da zy conſtant ift, jo wird 22 + y® ein Minimum, wenn c? + y®-+ Iry 
d. i. (2 + ) oder 2 + y ein Minimum ift, wenn alfo 2 = yilt. Es 
hat alſo bei gegebener Höhe und Grundfläche dasjenige rechtwinkelige Paral— 
lelepiped die kleinſte Diagonale, deſſen Grundfläche ein Quadrat iſt. 


7. Satz. Unter allen rechtwinkeligen Parallelepipeden von demſelben 
Juhalte hat der Würfel die kleinſte Diagonale und unter allen rechtwin⸗ 
keligen Parallelepipeden von gleicher Diagonale hat der Würfel den größ⸗ 
ten Inhalt. 


Die Beweiſe ſtützen ſich auf Satz 2 in Verbindung mit Satz 5, 
8. Satz. Unter allen rechtwinkeligen Parallelepipeden von derſelben 
Oberfläche hat der Würfel die kleinſte Diagonale, und von allen rechtwin⸗ 


keligen Parallelepipeden von derſelben Diagonale hat der Wurfes die 
größte Oberfläche. 4 


Der Beweis ſtützt ſich auf 7. 


9. Aufgabe. Unter allen rechtwinkeligen Parallelepipeden von qua— 


dratiſcher Grundfläche dasjenige zu finden, welches bei gegebener Diago⸗ 


nale einer Seitenfläche den größten Inhalt hat. 


Auflöſung. Es ſei ABCDHGFE das verlangte Parallelepiped mit 
quadratiſcher Grundfläche ABCD, deſſen Diagonale EB von gegebener Größe 
— d ſei und deſſen Inhalt ein Maximum fein ſoll. Zieht man die Diago— 
nalen der beiden Grundflächen und verbindet man die Durchſchnitte O und 
N derſelben mit einander und ergänzt das drei: Fig. 209. 
ſeitige Prisma EO FE NMA zu einem Parallelepiped 
EOFSTBNA, jo iſt die Grundfläche des letzteren 
ebenfalls ein Quadrat, deſſen Inhalt der Hälfte 
der Grundfläche jenes erſten Quadrates gleich 
kommt. Der Inhalt des Parallelepipedes EB 
wird offenbar mit dem des geſuchten zugleich ein 
Maximum, und EB iſt die Diagonale jenes erſten 
Parallelepipedes; nach Satz 6 muß alſo ANBTSO ein Würfel fein. Hieraus 
ergibt ſich, daß ein rechtwinkeliges Parallelepiped von quadratiſcher Grundfläche, 


worin die Diagonale einer Seitenebene eine gegebene Länge hat, dem Inhalte 


Heis u. Eſchweiler. II. 16 
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nach am größten wird, wenn feine Höhe der halben Diagonale der Grund⸗ 


fläche gleich iſt. 
1. Zuſatz. Heißt die Höhe 3, die Seite der Grundfläche 2, jo iſt 


z:y= 72 a, 

2. Zuſatz. Heißt die Diagonale der Seitenfläche d, fo iſt * + y? 
— de, alſo & = d V:,,=4d JJ. - a 

3. Zuſatz. Aufgabe. Aus der gegebenen Diagonale einer Seiten⸗ 
fläche des größten Parallelepipedes 22 ſoll die Seitenfläche & conſtruirt werden. 

Auflöſung. Man beſchreibe über d als Durchmeſſer einen Kreis, 
theile d in 3 gleiche Theile und errichte in den Theilungspunkten auf d nach 
verſchiedenen Seiten Perpendikel bis zur Peripherie des Kreiſes. Verbindet 
man nun die Durchſchnittspunkte dieſer Senkrechten und der Peripherie des 
Kreiſes mit den Endpunkten des Durchmeſſers, ſo iſt das ſo entſtehende 
Rechteck das verlangte; die größere Seite iſt die Seite der quadratiſchen 
Grundfläche, die kleinere die Höhe des Parallelepipedes. 

Anwendung. Durch obige geometriſche Löſung iſt zugleich die 
algebraiſche Aufgabe gelöſt, für z und y diejenigen Werthe zu beſtimmen, 


für welche 1 zu einem Maximum wird, wenn 2? 9 = de *). Man 


vergleiche mit der geometriſchen Löſung die rein algebraiſche in „Heis, 
Sammlung von Beiſpielen und Aufgaben aus der allgemeinen Arithmetik 


und Algebra, §. 108, Beiſpiel 22“. 

Die Auflöſung ergibt ſich auch gleich aus Zuſatz 1 in 9), wenn man 
22 ſtatt des dortigen 9, ) ſtatt = ſetzt. 

10. Satz. Unter allen rechtwinkeligen Parallelepipeden von gleichem 
Zuhalte und gleicher Höhe hat dasjenige, deſſen Grundfläche ein Quadrat 
iſt, die kleinſte Oberfläche. x 

Der Beweis ſtützt ſich auf Planim. XII., g. 

11. Satz. Unter allen rechtwinkeligen Parallelepipeden von gleichem 


Inhalte hat der Würfel die kleinſte Oberfläche und unter allen Parallel- 
epipeden von gleicher Oberfläche hat der Würfel den größten Inhalt. 


Der Beweis ſtützt ſich auf S. 10. 


) Bekanntlich kommt dieſe Aufgabe in Anwendung, wenn gefordert wird, 


die Dimenſionen eines rechtwinkeligen Balkens anzugeben, welcher aus einem cylin⸗ 


driſchen Baumſtamme ausgehauen werden ſoll, der die größte Stärke beſitzt. 


* 


eine en g e 2 Benin. 


12. Auftese . Folk ein rechtuinkeliges Poralelepiped conſtruirt 
a für welches bei gegebenem Juhalte die Summe aus einer Grund: 
fläche und den vier Seitenflächen e ein Minimum wird. f 


Auftöf ung. Man denke ſich das zu ſuchende oben offene Parallel⸗ 
| epiped doppelt, indem man jede der Seitenkanten um ſich ſelbſt verlängert 
und die Endpunkte der verlängerten Seiten mit einander verbindet. Da 
dieſes neue Parallelepiped zur Summe der ſechs Seitenflächen das Doppelte 
der Summe der fünf Seitenflächen des geſuchten hat, ſo iſt die Aufgabe auf 
Satz 11 zurückgeführt. Das geſuchte Parallelepiped hat demnach die kleinſte 
Oberfläche, wenn ſeine Grundfläche ein Quadrat und die Höhe die Hälfte 
der Seite dieſes Quadrates iſt. 8 . 

Zuſatz. Iſt 22 + 4% = 0, ſo erreicht 2% ein Maximum, wenn 
* 2 = iſt. 


13. N Von einem rechtwinkeligen Parallelepiped von qua⸗ 
dratiſcher Grundfläche iſt die Summe der Grundfläche und einer Seitenfläche 
von gegebener Größe 8, die Eigenſchaften desjenigen Parallelepipedes zu 
finden, welches den größten Inhalt hat. 


Auflöſung. Man denke ſich ein Parallelepiped von derſelben quadra⸗ 
tiſchen Grundfläche, wie das geſuchte, und von der halben Höhe, alsdann 
iſt die Summe der ſämmtlichen Seitenflächen dieſes Parallelepipedes eine 
gegebene, nämlich 25. Die Aufgabe iſt demnach auf Satz 11 zurückge⸗ 
führt. Das geſuchte Parallelepiped muß alſo eine Höhe beſitzen, welche der 
doppelten Seite der Grundfläche gleich iſt. 

1. Zuſatz. Unter allen rechtwinkeligen Parallelepipeden von gegebenem 
Inhalte und von quadratiſcher Grundfläche hat dasjenige, deſſen Höhe das 
Doppelte der Seite der Grundfläche beträgt, die kleinſte Summe der Grund⸗ 
fläche und einer anſtoßenden Seitenfläche. 

2. Zu ſatz. Iſt * ( ＋ ) = 0, jo wird 2% ein Maximum, wenn 

= 22 ift, 

3, Zuſatz. Iſt % = P, ſo iſt * ( + yY ein Minimum, wenn 
y =. 22 ih 


14. Aufgabe. Von einem rechtwinkeligen Parallelepiped von qua⸗ 
dratiſcher Grundfläche iſt die Summe s der Grundfläche und einer der auf 
derſelben ſenkrecht ſtehenden Diagonalebenen gegeben, die Eigenſchaften 
desjenigen Parallelepipedes zu finden, welches den größten Inhalt hat. 

16 * 


u 2 ae! 
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Auflöſung. Es ſei EOFSTBNA (Fig. 209) das verlangte Parallel⸗ 
epiped. Man denke ſich ein Parallelepiped EFABCGHD mit quadratiſcher 
Grundfläche, welches dieſelbe Höhe mit dem geſuchten hat und deſſen Seiten⸗ 
fläche EFB A mit der Diagonalebene EFBA des geſuchten Parallelepipedes 
zuſammenfällt. Die Grundfläche ABCD dieſes zweiten Parallelepipedes wird 
offenbar das Doppelte der Grundfläche des geſuchten Parallelepipedes ſein, 
und es wird die Summe ſämmtlicher Seitenflächen des zweiten Parallelepi⸗ 
pedes — 4 8 fein. Bei dem Maximum des Inhaltes des zweiten Paral⸗ 
lelepipedes muß dasſelbe nach 11 ein Würfel ſein. Hieraus ergibt ſich 
alſo, daß die Höhe des geſuchten Parallelepipedes der Diagonale ſeiner 
Grundfläche gleich ſein muß, oder daß die ſenkrechte Diagonalebene ein 
Quadrat ſein muß. 

1. Zuſatz. Unter allen rechtwinkeligen Parallelepipeden von quadrati- 
ſcher Grundfläche und gleichem Inhalte hat dasjenige, deſſen Höhe der Dia: 
gonale der Grundfläche gleich ift, die kleinſte Summe der Grundfläche und 
der auf derſelben ſenkrecht ſtehenden Diagonalebene. 

2. Zuſatz. Iſt 2 + 92 / 2 8, ſo wird 4 zu einem Maximum, 
wenn y= 2 iſt. 

3. Zuſatz. Iſt 7 = P, ſo wird & yzy 2 zu einem Minimum, 
wenn y= 2 iſt. 


15. Satz. Ein rechtwinkeliges Parallelepiped von quadratiſcher Grund⸗ 
fläche, deſſen beide Grundflächen und eine auf ihnen ſenkrecht ſtehende Dia⸗ 
gonalebene eine gegebene Summe haben, hat ein Maximum des Inhaltes, 
wenn die Höhe der doppelten Diagonale der Grundfläche gleich iſt. 

Der Beweis des Satzes ſtützt ſich, wenn ein zweites Parallelepiped in 
gleicher Weiſe wie in 14 conſtruirt wird, auf Satz 13. 

1. Zuſatz. In einem rechtwinkeligen Parallelepiped mit quadratiſcher 
Grundfläche und gegebenem Inhalte iſt die Summe der beiden Grundflächen 
und einer der auf ihnen ſenkrecht ſtehenden Diagonalebenen ein Minimum, 
wenn die Höhe der doppelten Diagonale der Grundfläche gleich iſt. 


2. Zuſatz. Iſt 2 + 29 / 2 = 8, fo wird 2% ein Maximum, 
wenn / = 22V 2. 

3. Zuſatz. Iſt 4) = P, fo wird 22° + zyV2 ein Minimum, 
wenny = 2/2. 
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16. Satz. Ein rechtwinkeliges Parallelepiped von quadratiſcher Grund⸗ 
fläche, bei welchem die Summe einer Grundfläche und der beiden auf ihr 
ſenkrecht ſtehenden Diagonalebenen gegeben und — 8 iſt, hat den größten 
Inhalt, wenn die Höhe der halben Diagonale der Grundfläche gleich iſt. 


Der Beweis ſtützt ſich auf Satz 12. 


1. Zuſatz. In einem rechtwinkeligen Parallelepiped von auadratiſcher 
Grundfläche und gegebenem Inhalte iſt die Summe der beiden auf der 
Grundfläche ſenkrecht ſtehenden Diagonalebenen und einer Grundfläche ein 
Minimum, wenn die Höhe der halben Diagonale der Grundfläche gleich iſt. 

2. Zuſatz. Iſt 2 + 2 2 = 8, fo wird 2 ein Maximum, 
wenn ) = 2 / Fiſt. 

3. Zuſatz. Iſt 2% = P, fo wird 2? + 22/2 ein Minimum, 
wenn y = ] ift. 5 

Bemerkung. Die Löſung der Aufgaben über die ſchräg gegen die 
Grundfläche ſtehende Diagonalebene bietet an dieſer Stelle einige Schwierig: 


keiten dar. Es finden die betreffenden Aufgaben ſpäter in Nr. 33, Zuf. und 
39, Zuf. 3 ihre Erledigung. 


17. Aufgabe. Ein Parallelepiped mit gegebener Körperecke und gege⸗ 
bener Kantenſumme zu conſtruiren, welches den größten Inhalt hat. 


Auflöſung. Heißen die an eine gleiche Körperecke zweier Parallelepi⸗ 
peden von derſelben Kantenſumme ſtoßenden Kanten z, , 3 und , , 3, 
heißen ferner die von z und y und 4“ und “ eingeſchloſſenen Grundflächen 
G und 6 ihre zugehörigen Höhen * und A‘, fo iſt ſowohl G:6' = zy: z’y 
als auch h:h .,. Es ſtehen ſomit die Inhalte der Parallelepipeden 
in dem Verhältniſſe von ys : / 1. Das Maximum des Parallelepipedes 
von gegebener Kantenſumme hängt alſo von dem Maximum von ys ab, 
und dieſes findet nach 2 Statt, wenn z = y = . Von allen Parallel: 
epipeden mit gegebener Kantenſumme und gegebenen Körperwinkeln hat 
alſo das gleichkantige den größten Inhalt und umgekehrt unter allen Paral⸗ 
lelepipeden von demſelben Inhalte hat das gleichkantige die kleinſte Kanten⸗ 
ſumme. . 

B. Das Prisma und der Cylinder. 


18. Satz. Unter allen Prismen von derſelben Grundfläche und von 
gleichem Juhalte hat das ſenkrechte die kleinſte Oberfläche. n 


Der Beweis leicht. 
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Zuſatz. Unter allen Parallelepipeden von gleicher Oberfläche hat der 


Würfel den größten Inhalt, und unter allen, die gleichen Juhalt haben, hat 5 


der Würfel die kleinſte Oberfläche sank 


19. Satz. Unter allen ſenkrechten n-jeitigen Prismen von gleich 
großer Grundfläche und gleichem Inhalte hat dasjenige die kleinſte Ober⸗ 
fläche, deſſen Grundfläche ein reguläres u⸗Eck iſt. 


Der Beweis ſtützt ſich auf Planim. XII., 19. 


Zuſatz. Unter allen ſenkrechten n-feitigen Prismen von gleicher Ober⸗ 
fläche und gleicher Höhe hat dasjenige, deſſen Grundfläche ein reguläres 
n⸗Eck iſt, den größten Inhalt. 


20. Aufgabe. Die Grundfläche eines Parallelepipedes iſt ihrer Geſtalt 
und Größe nach gegeben, die Seitenflächen aber ſind es bloß der Größe nach: 
man ſoll dasjenige Parallelepiped finden, welches den größten Juhalt hat. 


Auflöſung. Aus der Vorausſetzung ergibt ſich, daß die Höhen der 
Seitenflächen bekannt ſind. Sind dieſe Höhen nun gleich, ſo muß man ſie 
ſenkrecht auf die Grundfläche ſtellen; ſind ſie aber ungleich, ſo iſt die kleinſte 
von dieſen Höhen die größte, welche der Körper erhalten kann. In dieſem 
Falle müſſen alſo die Seitenflächen, welche die kleinſte Höhe e auf der 
Grundfläche ſenkrecht ſtehen. 

21. Aufgabe. Die rechtwinkelige Grundfläche und die Seitenflächen 
eines Parallelepipedes ſind der Größe nach gegeben: man ſoll die Bedin⸗ 
gungen angeben, unter welchen der Körper ſeinem Inhalte nach ein Maxi⸗ 
mum wird. 


Auflöſung. Die Grundfläche habe den Inhalt p, eine der Seiten⸗ 
flächen den Inhalt p“, die andere p“, die an die Grundfläche ſtoßenden 
Grundlinien derſelben ſeien z und , die zugehörigen Höhen , und * 
alsdann iſt & = p, a = p' und 7 = p. Soll das Parallelepiped 
den größten Inhalt für die gegebenen Stücke haben, ſo müſſen nach den 
Betrachtungen in der vorhergehenden Aufgabe die beiden Höhen A’ und A“ 
einander gleich und das Parallelepiped ein rechtwinkeliges jein. 


Es hat alſo unter allen Parallelepipeden, deren Seitenflächen und deren 


Grundfläche ihrer Größe nach gegeben ſind, das rechtwinkelige den größten 


947 


ö Inhalt 88 4 50 y laſen ſch ab a es iſt nämlich 
5 e e eben fo: 5 


5 = p: 5 
ä N >= ar 
1: u ab. Es iſt 2 = . . N h ver. 
. | 3 ) b j p 1 p 5 


2. Zuſatz. Der Inhalt des Parallelepipedes von der verlangten Eigen: 
ſchaft iſt =V/ pp’p“. f 


22, Anfgabe. Unter allen Parallelepipeden von gleichem cubiſchen 
Juhalte, welche einen gegebenen körperlichen Winkel und eine gegebene 
Kante haben, dus jenige zu finden, welches die kleinſte Oberfläche hat. 


Auflöſung. Es heiße die gegebene Kante des Parallelepipedes a, die 
beiden anderen Kanten ſeien z und „, die zwiſchen a und 2 liegende Sei— 
tenfläche heiße P, die zwiſchen a und liegende P’ und die zwiſchen z und 
liegende endlich ?“. Die von den Endpunkten der z und y auf a gefäll: 
ten Perpendikel heißen A und 4. Da die von dem Endpunkte der gegebenen 
Kante a auf die gegenüberſtehende Seitenfläche gefällte Senkrechte ſowohl, 
als der Inhalt conſtant find, fo muß 7“ conſtant fein, es wird alſo auch 
in Folge von Planim. V., 81 das Rechteck zy conſtant ſein. Da ferner z 
mit A und „ mit /“ in einem conftanten, von der Größe der Winkel der 
gegebenen Ecke abhängigen Verhältniſſe ſtehen, ſo muß auch das Rechteck 
uur ein conſtantes ſein. Das Minimum der Oberfläche des geſuchten Paral⸗ 
lelepipedes 2 P ＋ 2 P, ＋ 2 P“ ift, da P“ conſtant iſt, abhängig von dem 
Minimum P+ P = a ＋ ah = a (h ＋ 4‘), ſomit von dem Minimum 
der Summe h+h. Da u, conſtant iſt, fo findet das Minimum von „ “ 
für = A Statt. (Plan. XII., 9.) Es iſt alſo auch P == P.. Es ergibt 
ſich alſo hieraus der Satz: Unter allen Parallelepipeden von gleichem Inhalte, 
welche einen gleichen körperlichen Winkel und eine gleiche Kante haben, hat 
dasjenige die kleinſte Oberfläche, in welchem die beiden Seitenflächen, worin 
die gleiche Kante liegt, gleich groß ſind. 


23. Saz. Unter allen Parallelepipeden von gleichem Inhalte und 
einem gleichen körperlichen Winkel hat dasjenige die kleinſte Oberfläche, 
deſſen Grenzflächen alle einander gleich ſind. 


Der Beweis ſtützt ſich auf 22. 
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1. Zuſatz. Unter allen Parallelepipeden von einer gleichen körperlichen 
Ecke und gegebenen Oberfläche hat dasjenige den größten Inhalt, deſſen 
Grundflächen oder auch deſſen drei Höhen einander gleich ſind. 


2. Zuſatz. Aufgabe. Die Oberfläche eines Parallelepipedes mit 
gegebener Körperecke ſei bekannt, man ſoll dasjenige Parallelepiped conſtruiren, 
welches den größten Inhalt hat. 


Anleitung. Man conſtruire zuerſt ein Parallelepiped, welches drei 
gleiche Höhen und die gegebene körperliche Ecke hat u. ſ. w. 


24. Satz. Unter allen ſenkrechten dreiſeitigen Prismen, von welchen 


die Höhe, der Inhalt der Grundflüche und die Neigung zweier Seiten⸗ 
flächen gegeben ſind, hat dasjenige die kleinſte Summe dieſer Seitenflächen, 
die kleinſte dritte Seitenfläche und die kleinſte Geſammtoberfläche, in welchem 
die Grundfläche gleichſchenkelig iſt. 

Der Beweis ſtützt ſich auf den leicht zu beweiſenden planimetriſchen Satz, 
daß von allen Dreiecken, welche gleichen Inhalt und gleichen Winkel an der 
Spitze haben, das gleichſchenkelige den kleinſten Umfang und die kleinſte Grund⸗ 
linie hat. 


25. Aufgabe. Von einem ſenkrechten dreiſeitigen Prisma, deſſen 
Grundfläche der Art nach gegeben iſt, ſei die Summe der beiden Grund⸗ 
flächen und einer daran ſtoßenden Seitenfläche gegeben: man ſoll die Eigen⸗ 
ſchaften desjenigen Prismas finden, deſſen Inhalt ein Maximum iſt. 


Auflöſung. Die Seiten der Seitenflächen ſeien 7 und und zwar 
ſei y die Seitenkante, alſo auch Höhe des Prismas, und 2 Seite der Grund: 
fläche. Die zu = gehörige Höhe der dreieckigen Grundfläche ſei r. Die 
Summe der Seitenfläche und der beiden Grundflächen iſt 7 + 2 = 
( ＋ ) 3. Da ( ＋ ) s: ( Y = : , und da das Verhält⸗ 
niß der Grundlinie der der Art nach bekannten dreieckigen Grundfläche zu 
ihrer Höhe ein conſtantes iſt, und (2 + ) z conftant iſt, fo muß auch 
(z + /) & conſtant fein. 


Der Inhalt des Prismas 3% ſteht zu 2 in dem conſtanten Ver⸗ 


hältniſſe 3 2; ſoll alſo der Inhalt des Prismas ein Maximum werden, 
jo muß auch 4 ein Maximum werden. Die Aufgabe iſt demnach auf 
Aufgabe 13, Zuſatz 2 zurückgeführt. Für den Fall des Maximums muß 


alſo y = 2 ſein, d. h. die Höhe des Prismas muß doppelt jo groß ſein 
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des Prismas FE 7 * 4 
26. Aufgas e. Die Oberfläche eines ſenkrechten oder geraden regu- 
lüren n-feitigen Prismas ſei gegeben: es ſoll dasjenige Prisma angegeben 
werden, deſſen Inhalt ein Wann iſt. 


Auflöſung. Man denke ſich das geſuchte Prisma in n dreifeitige 
Prismen zerlegt, die alle zur gemeinſchaftlichen Kante diejenige Linie haben, 
welche die Mitten der beiden Grundflächen miteinander verbindet. Die Auf⸗ 
gabe wird hierdurch auf die vorhergehende zurückgeführt. Es hat alſo das⸗ 
jenige Prisma ein Maximum des Inhaltes, deſſen Höhe der doppelten Apo⸗ 
theme der Grundfläche oder, was dasſelbe iſt, dem Durchmeſſer des der 
regulären Grundfläche eingeſchriebenen Kreiſes gleich iſt. 


1. Zuſatz. Unter allen regulären nzfeitigen Prismen von gleichem 
Inhalte hat dasjenige, deſſen Höhe dem Durchmeſſer des der Grundfläche 
eingeſchriebenen Kreiſes gleich iſt, die kleinſte Oberfläche. 


2. Zuſatz. Der obige Satz gilt auch, wenn die Grundfläche des Prismas 
zwar nicht regulär, aber doch ſo iſt, daß ſich derſelben ein Kreis einſchreiben 
läßt, und wenn dieſelbe der Art nach gegeben iſt. 


3. Zuſatz. Ein reguläres n-feitiges Prisma hat bei gegebener Summe 
der Seitenflächen und einer Grundfläche ein Maximum des Inhaltes, wenn 
die Höhe desſelben dem Radius des der Grundfläche eingeſchriebenen Kreiſes 
gleich iſt. 

Zum Beweiſe denke man ſich das Prisma doppelt u. ſ. w. 

4. Zuſatz. Unter allen n-jeitigen Prismen von gleicher Oberfläche 
hat dasjenige, deſſen Grundfläche ein reguläres u-Eck und deſſen Höhe dem 
Durchmeſſer des jenem n:Ede eingeſchriebenen Kreiſes gleich iſt, den größten 
Inhalt. 


27. Satz. Die Oberfläche eines Cylinders iſt immer kleiner als die 
Oberfläche eines Prismas von gleicher Höhe und gleichem cubiſchen Inhalte. 


Der Beweis ſtützt ſich auf Plan. XII., 24. 


28. Sa tz. Unter allen Cylindern von gleicher Oberfläche hat derjenige, 
deſſen Höhe dem Durchmeſſer der Baſis gleich iſt, den größten Inhalt, und 
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von allen Cylindern von gleichem Inhalte hat derjenige, deſſen Höhe dem 
Durchmeſſer der Baſis gleich iſt, die kleinſte Oberfläche. 


Die Beweiſe ſtützen ſich auf Satz 26. 


Ein zweiter Beweis ergibt ſich durch folgende Betrachtung: Man denke 
ſich den Cylinder von einem rechtwinkeligen Parallelepiped von derſelben 
Höhe ſo umgeben, daß die Seiten der Grundfläche dieſes den Umfang der 
Grundfläche jenes berühren. Es läßt ſich nun leicht nachweiſen, daß Ober⸗ 
fläche und Inhalt des Cylinders mit Oberfläche und Inhalt des umgeſchrie⸗ 
benen Parallelepipedes in gleichem Verhältniſſe ſtehen, und zwar im Verhält⸗ 
niſſe der Grundflächen beider Körper. Soll nun die Oberfläche des Cylinders 
eine conſtante ſein, ſo muß auch die Oberfläche des ihm umgeſchriebenen 
Parallelepipedes eine conſtante ſein, und ſoll der Inhalt des Cylinders ein 
Maximum ſein, ſo muß auch der des umgeſchriebenen Parallelepipedes ein 
Maximum ſein. Das dem Cylinder umgeſchriebene Parallelepiped muß alſo 
nach S. 11 ein Würfel ſein, ſomit iſt die Höhe des größten Cylinders der 
Seitenkante des Würfels oder dem Durchmeſſer ſeiner Grundfläche gleich. 

Zuſatz. Der Inhalt eines oben offenen Cylinders iſt bei gegebener 
Oberfläche ein Maximum, wenn die Höhe dem Radius der Grundfläche 
gleichkommt. 


29. Aufgabe. Ein Tetraeder zu conſtruiren, welches bei gegebener 
körperlicher Ecke an der Spitze und gegebener Summe der Seitenkanten 
dieſer Ecke den größten körperlichen Inhalt hat. 


Auflöſung. Denkt man ſich an der gegebenen körperlichen Ecke ein 
Parallelepiped conſtruirt, deſſen drei an dieſe Ecke ſtoßende Kanten den 
Seitenkanten des Tetraeders gleich find, fo iſt die Summe ſämmtlicher 
Kanten des Parallelepipedes dem Vierfachen der gegebenen Summe der 
Seitenkanten des Tetraeders gleich, der Inhalt des Parallelepipedes iſt dem 
6fachen des Inhaltes des Tetraeders gleich. Die Aufgabe iſt demnach auf 
17 zurückgeführt. 


30. Aufgabe. Ein Tetraeder mit gegebener körperlicher Ecke an der 
Spitze zu conſtruiren, welches bei gegebener Summe der Seitenflächen ein 
Maximum des Inhaltes hat. 


Auflöſung. Conſtruirt man in derſelben Weiſe, wie in 29 ein Paral⸗ 
lelepiped, jo wird die Aufgabe auf 23, Zuf. zurückgeführt. 


€ die e b der edel 


31. uuf gabe. Unter allen Pyramiden auf derſelben regulären Grund⸗ 
fläche und von derſelben Höhe * zu finden, welche die kleinſte Ober- 
fläche hat, 

Auflöſung. dentt man ſich die Spitze der Pyramide, deren Ober- 
fläche ein Minimum iſt, auf die Grundfläche projicirt, dann ſowohl von der 
Spitze, als ihrer Projection Senkrechte auf jede der Seiten der Grundfläche 
gefällt, wobei dieſe Senkrechten jede der Seiten in demſelben Punkte treffen 
(J., 26), ſo hängt das Minimum der Seitenfläche, alſo auch der Geſammt⸗ 
oberfläche der Pyramide offenbar von dem Minimum der Summe der von 
der Spitze der Pyramide auf die Seiten gefällten Perpendikel ab. Nach 
Planim. VII., 104 bilden die von der Projection der Spitze der Pyramide 
auf die Seiten gefällten Perpendikel eine conſtante Summe S, die dem n⸗fachen 
der Apotheme des regulären „Eckes der Grundfläche gleich iſt. Es ſei ABDC 
ein Rechteck, deſſen Höhe 40 
der Höhe der Pyramide und 
deſſen Grundlinie AB der 
conſtanten Summe s gleich 
ſei; es ſeien ferner AE = 
CE,, EF= EH, FG = Ho- 
u. ſ. w. die einzelnen von der 
Projection der Spitze auf die 
Seiten gefällten Perpendikel, 
die gebrochene Linie 4E FG HH aber iſt die Summe jener Perpendikel, 
welche für den Fall des Minimums der Seitenfläche ein Minimum ſein 
muß. Soll aber dieſe gebrochene Linie ein Minimum ſein, ſo muß nach 
Planim. XII., 10 jedes der Dreiecke 4E. T, EFG, FG u. |. w. gleich⸗ 
ſchenkelig ſein, es muß alſo auch AE = EF = FG u. ſ. w. fein, d. h. die 
Projection der Spitze der Pyramide muß in den Mittelpunkt der regulären 
Grundfläche fallen, die Pyramide muß alſo eine reguläre (III., 3) ſein. 


Fig. 210. 


32. Satz. Unter allen Kegeln von gleicher Höhe und gleicher Grund⸗ 
fläche hat der ſenkrechte Kegel die kleinſte Oberfläche. 


Der Beweis iſt auf 31 zu ſtützen. 


33. Aufgabe. Unter allen dreiſeitigen Pyramiden auf einer der Geſtalt 
und Größe nach gegebenen Grundfläche, welche eine gegebene Höhe und eine 
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bloß der Größe nach gegebene Seitenfläche haben, diejenigen zu finden, für 
welche die Summe der beiden anderen Seitenflächen ein Minimum iſt. 

Auflöſung. ABC ſei die der 
Geſtalt und Größe nach gegebene Grund: 
fläche der dreiſeitigen Pyramide, D die 
Spitze, DE das Höhenperpendikel; die 
Seitenfläche ADB der Pyramide iſt der 
Größe nach gegeben, folglich iſt auch 
das von D auf AB gefällte Perpendikel 
DH bekannt und ſomit liegt der Fuß⸗ 
punkt E auf einer der Lage nach be⸗ 
kannten Linie MN, welche parallel mit 
der Grundlinie AB gezogen iſt. Man 
fälle von E auf BC und 40 die Per: 
pendikel EF und EG und ziehe DF 
und DG; DF wird alsdann auf BC 
und DG auf 40 ſenkrecht ſtehen. 

Es fi BC = a, 40 = b, DE = h, ferner ſei 
EF = , EG = 9, DF = t, DG , 

das Minimum der Summe der beiden Seitenflächen D 40 und DB hängt 
von dem Minimum der Summe ta + ub ab. 


Fig. 211. 


5 


Es heiße » die vierte Proportionale zu a, ö und u, fo daß bu = va; 
es iſt alſo ta ＋ ub = ta ＋ va = ((r) a. Das Minimum der Größe 
ta + ub hängt ſomit von dem Minimum von (v ab. 


Es ſei ferner die vierte Proportionale zu a, ö und A mit p, die zu a, b 
und y mit s bezeichnet, alsdann iſt: 
* * = ad, b = , also 
R N y en e 
Es iſt nun 1: u = M ＋ : 1 ＋ % 
*: v = M + / :p?+ 27, folglich 
tz: v = M r ps; 
62 M + 2°, alſo auch v' = p? + 3%, 
Man ziehe durch E mit BC eine Parallele EI, durch M mit EF eine 
Parallele, welche Ek in 0, NC in P ſchneidet, alsdann ift 
EG: ON = ER: MK= BC: 40 d. i. 
O = : b, es iſt alſo O = z und & ＋ 2 = MP 
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alſo Be Macht man die Linie 3 Fig. 212. 
ORS IH, OS , RS=z I 7 
errichtet auf OR in 0 und A die Senk⸗ 
rechten OT = h und RV = p, verbindet l. 
S mit T und , ſo iſt = SI, e = S. 
Soll nun E er ein Minimum werden, 2 7 EN 
jo muß X 180 = R (Plan. XII., 1) fein; es ift alſo, da A OST 
ANS iſt: 
e:s = : p. Da aber 1 pP a: == 8, fo iſt auch: 

* * = , folglich: 

4 2 , mithin auch: 

t=u X DFE = DGE. 
Die Summe der beiden Seitenflächen iſt ſomit ein Minimum, wenn ihre 
Höhen einander gleich ſind, oder wenn dieſelben gleiche Neigung gegen die 
Baſis haben, oder wenn die Projectionen der Höhen der Seitenflächen gleich 
ſind, oder endlich, wenn die körperliche Ecke, welche die Seitenflächen mit der 
Grundfläche bilden, eine gleichſchenkelige iſt. 


34. Aufgabe. Unter allen dreiſeitigen Pyramiden von gleicher Höhe 
und auf einer der Größe nach gegebenen Grundfläche diejenige zu finden, 
welche die kleinſte Summe der Seitenflächen hat. 


Auflöſung. Man errichte in dem Mittelpunkte des der Grundfläche 
eingeſchriebenen Kreiſes eine Senkrechte auf der Grundfläche gleich der gege— 
benen Höhe. Der Endpunkt der Senkrechten wird die Spitze der verlangten 
Pyramide ſein. 


Der Beweis ſtützt fi auf 33. 


Zuſatz. Die Neigungswinkel ſämmtlicher Seitenflächen gegen die rund: 
fläche find einander gleich. 


35. Aufgabe. Von einer dreiſeitigen Pyramide ſeien bekannt 1) zwei 
Seitenflüchen der Größe nach, 2) die beiden Seitenflächen gemeinſchaftliche 
Kante, 3) die Höhe der Pyramide für eine dieſer Seitenflächen als Grund⸗ 
fläche. Es ſoll diejenige Pyramide gefunden werden, bei welcher die 
Summe der beiden anderen Seitenflächen oder, was dasſelbe iſt, deren 
Oberfläche ein Minimum iſt. 
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Fig. 213. Auflöſung. Es ſei 4500 die verlangte 

2 Pyramide, die Seitenflächen ABC und BDC ſeien 

der Größe nach gegeben, außerdem ſei die Kante BC 

und die Höhe DE von D auf ABC bekannt. Man 

A ziehe von A auf DBC die Höhe AG, alsdann wird 
AG der Größe nach bekannt ſein, wie ſich aus 

ABC » DE und BDC . AG für den dreifachen In⸗ 

B halt der Pyramide ergibt. 


Nach dem Satze in 33 muß aber, wenn ADB + ADC ein Minimum 
ſein ſoll, ſowohl mit Rückſicht auf die Grundfläche ABC und die Höhe 
DE, X DAB = DAC, als auch mit Rückſicht auf die Grundfläche 
DBC und die Höhe AG, X ADB = X ADE fein. Es iſt alſo A ADB 
& N ADC, AB = AC, DB = DC. Hieraus folgt alſo der Satz, daß 
die der Größe nach gegebenen Seitenflächen der Pyramide gleichſchenkelig 
ſein müſſen ). 


36. Satz. Unter allen dreiſeitigen Pyramiden von gleicher Höhe und gleich 
großer Grundfläche hat diejenige, deren Grundfläche ein gleichſeitiges Dreieck 
iſt, deſſen Mittelpunkt die Projection der Spitze iſt, die kleinſte Oberfläche. 


Der Beweis ſtützt ſich auf den vorhergehenden Satz. 


37. Satz. Unter allen gleich großen Tetraedern hat das regulüre 
Tetraeder die kleinſte Oberfläche. 


Der Beweis ſtützt ſich auf 36. 


1. Zuſatz. Unter allen Tetraedern von gleicher Oberfläche hat das 
reguläre den größten Inhalt. 5 


2. Zuſatz. Eine reguläre dreiſeitige Pyramide habe zum Radius des 
der Grundfläche eingeſchriebenen Kreiſes r, zur Höhe , zur Höhe der Sei⸗ 
tenflächen 3. Für den Fall des Maximums des Inhaltes bei gegebener 
Oberfläche iſt 

DD = 272%, 
* 2) = Br 

) Man vergleiche dieſen Beweis mit dem weitläufigen in „Meier Hirſch's 
Sammlung geometriſcher Aufgaben“, 2. Thl., S. 286, enthaltenen, in dem 
unter anderen trigonometriſche Hülfsmittel gebraucht werden. 


5 Ligenſchaft des regulären Tetraeders Jap? (Fig. 77) 


5 Die Wield 0 ibt ſich 10 0 in un, 4 bewieſenen 


DO: — = 240%, D =. 40 =%, 9% S, 
2 25 ½ ee ba, d, 

8. Zu ſatz. Aufgabe. Das Verhältniß von zu 4 anzugeben, wenn 
z’y ein Maximum und ** + zz einer gegebenen Conſtanten gleich, 
z aber = 2 + ½ fein ſoll, oder was dasſelbe iſt, wenn 2? + 
z Vz? 9 einer gegebenen Conſtanten gleich werden ſoll. — Gibt man 
z und die in Zuſatz 2 angegebenen Bedeutungen, jo iſt der Inhalt der 
Grundfläche der regulären dreiſeitigen Pyramide = 32 / 3 (Plan. VI., 10, 
Zuf. 3), der Inhalt der Pyramide iſt alſo zyV 3. Der Inhalt jeder 
Seitenfläche iſt zV 3 / r + y°, die Geſammtoberfläche der Pyramide iſt 
3 V3 (2 + 2 Vz? + 9). | 

Iſt die Oberfläche der regulären Pyramide conſtant, ſo iſt auch 4 
* + 2 2 + % conſtant, und iſt der Inhalt der Pyramide ein 
Maximum, jo iſt auch 2% ein Maximum. Die gegebenen Bedingungen 
werden alſo erfüllt, wenn 

= V 2x; = Bir: - 

Iſt alſo bei einem 1 Parallelepipede von quadratiſcher 
Grundfläche r* und der Höhe y die Summe dieſer Grundfläche und der 
durch eine Seite der Grundfläche gehenden Diagonalebene z Yr? s be⸗ 
kannt, ſo iſt dieſes Parallelepiped ein Maximum, wenn die Höhe desſelben 
der doppelten Diagonale der Grundfläche gleich iſt. 


38. Aufgabe. Von allen regulären n-jeitigen Pyramiden von der⸗ 
ſelben Oberfläche diejenige zu beſtimmen, welche den größten Inhalt hat. 


Auflöſung. Es ſeien die Radien der den Grundflächen zweier regus “ 
lären n⸗ſeitigen Pyramiden eingeſchriebenen Kreiſe x und r., die Umfänge 
„ und u,, die Höhen der Pyramiden ſeien y und y,, die Höhen der Seiten⸗ 
flächen 3 und 85, die Oberflächen O und O,, die Wal ian 
alsdann iſt: 

0:0, = G ur ＋ T us): G ul. +4uw2)=ule+2»):u (T. 121). 

Da aber „% u. = : 4, ſo iſt auch: 

0:0, =r(e+2):2, ( 0). 
Für alle Pyramiden von gleicher Oberfläche bleibt alſo 2 (x + 2) oder 
* + es conſtant. \ 
Es ift ferner: J J. = n lu,n,y, = a®dy: ty. 


1 3 4 7 * 
ö 5 as fi P a 


ua De Zr en a A Az 


ae 
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Der Inhalt J wird alſo ein Maximum, wenn 2˙/ ein Maximum wird, 

Dieſe Bedingungen werden aber nach 37, Zuſ. 3 erfüllt, wenn: 
Y MA, 35 

Es hat alſo unter allen regulären n-jeitigen Pyramiden von derſelben Ober⸗ 
fläche diejenige den größten Inhalt, bei welcher die Höhe der Seitenfläche 
dem dreifachen Radius des der Grundfläche eingeſchriebenen Kreiſes gleich iſt. 
Dieſelbe Pyramide hat die Eigenſchaft, bei gegebenem Inhalte die kleinſte 
Oberfläche zu beſitzen. 


39. Aufgabe. Die Beſchaffenheit eines geraden Kegels zu finden, 
der bei gegebener Oberfläche den größten Inhalt und bei gegebenem In⸗ 
halte die kleinſte Oberfläche hat. 

Auflöſung. Aus der vorhergehenden Aufgabe ergibt ſich, daß derjenige 
gerade Kegel, deſſen Seitenlinie dem dreifachen Halbmeſſer der Grundfläche 
gleich iſt, beiden Bedingungen Genüge leiſte. 

Die Auflöſung dieſer Aufgabe ergibt ſich auch durch folgende en 

Denkt man ſich um den geſuchten Kegel eine berührende, dreiſeitige 
reguläre Pyramide gelegt, ſo verhalten ſich, wie leicht nachgewieſen werden 
kann, die Inhalte dieſer Körper 1) wie ihre Grundflächen, 2) wie ihre Ober⸗ 
flächen. Soll alſo ein Kegel bei gegebener Oberfläche ein Maximum des 
Inhaltes haben, ſo muß auch die Pyramide bei gegebener Oberfläche ein 
Maximum des Inhaltes haben. Da aber nach 37, Zuſ. 2 die Höhe der 
Seitenfläche der Pyramide dem dreifachen Radius des der Grundfläche ein⸗ 
geſchriebenen Kreiſes gleich iſt, ſo genügt alſo derjenige Kegel der obigen 
erſten Bedingung, deſſen Seitenlinie dem dreifachen Halbmeſſer der Grund⸗ 
fläche gleich iſt; derſelbe Kegel genügt aber auch der zweiten Bedingung. 


40. Aufgabe. Die Eigenſchaften eines Tetraeders anzugeben, deſſen 
Grundfläche ein regulüres Dreieck iſt, und deſſen Inhalt bei gegebener 
Summe s der Seitenflächen ein Maximum iſt. 


Fig. 214. | Auflöſung. Denkt man ſich in der in 29 

9 angegebenen Weiſe das Tetraeder zu einem Paral⸗ 
lelepipede ergänzt, ſo iſt von demſelben die Summe 

A der Seitenflächen = 4 S bekannt. Die Aufgabe iſt 
demnach auf 18, Zuſ. zurückgeführt. Die Seiten⸗ 


kanten DA, DC und DB des Tetraeders müſſen 
alſo einander gleich und die Winkel an der Spitze 
0 


rechte Winkel ſein. 


3 
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1. Fufah Fal man a der Eibe D des Fides auf die 


Grundfläche ACB- die Höhe DO = , ferner vom Fußpunkte 0, dem 


Mittelpunkte des Dreieckes ACB, auf 40 das Perpendikel OE = , und 
verbindet E mit D, wo ED auf AC n ſtehen wird, ſo iſt, wenn 
DE = z geſetzt wird: 
FFF 

Es iſt aber (Planim. VL, 10, Zuſ.) 40 = 120E oder AE? = 37%. 
Es wird ſomit: y? = 22. 
5 Hieraus ergibt ſich alſo der Satz: Von allen Tetraedern mit regulärer 
Grundfläche und gegebener Summe der Seitenflächen hat dasjenige den 
größten Inhalt, deſſen Höhe zum Radius des der Grundfläche eingeſchrie— 
benen Kreiſes ſich wie die Diagonale eines Quadrates zur Seite desſelben 


verhält. Umgekehrt u. ſ. w. 


2. Zuſatz. Der Inhalt des Tetraeders ſteht mit 17, in einem con⸗ 
ſtanten Verhältniſſe und ebenſo die Summe der Seitenflächen mit s 
oder 1 Js 93. Es erreicht demnach überhaupt, wenn 1 J ＋ y? 
conftant ift, 22% fein Maximum, wenn y: z = / 2: 1; dasſelbe Ver⸗ 
hältniß von y und 2 findet Statt, wenn 7 conſtant iſt, und / + y? 


ein Minimum werden ſoll. 


3. Zuſatz. Aus dem vorhergehenden Zuſatze ergeben ſich noch die nach⸗ 


folgenden Sätze. Ein rechtwinkeliges Parallelepiped mit quadratiſcher Grund: 


fläche hat bei gegebener Größe einer ſchief gegen die Grundfläche ſtehenden 
Diagonalebene den größten Inhalt, wenn die ſenkrecht gegen die Grundfläche 
ſtehende Diagonalebene ein Quadrat iſt, und umgekehrt u. ſ. w. 


4. Zuſatz. Es iſt alſo in einem rechtwinkeligen Parallelepiped von 
gegebenem Inhalte und quadratiſcher Grundfläche mit Rückſicht auf 14 und 
40: 1) die Summe der beiden ſenkrecht auf der Grundfläche ſtehenden Dia⸗ 
gonalebenen und deren beiden Grundflächen, 2) die Summe ſämmtlicher 4 
übrigen Diagonalebenen und 3) die Summe der beiden quadratiſchen Grund⸗ 
flächen nebſt allen ſechs Diagonalebenen ein Minimum, wenn die ſenkrecht 
gegen die Grundfläche ſtehende Diagonalebene ein Quadrat iſt. 


41. Aufgabe. Es ſoll eine reguläre n-feitige Pyramide angegeben 
werden, für welche die Summe der Seitenflächen von gegebener Größe und 


deren Inhalt ein Maximum iſt. 
Heis u. Eſchweiler. II. 17 
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Auflöſung. Es heiße die Höhe der Pyramide y, der Radius des der 
Grundfläche eingeſchriebenen Kreiſes 2, die gemeinſchaftliche Höhe der Seiten⸗ 
flächen 2. Es läßt ſich nun leicht nachweiſen, daß der Inhalt der Pyramide 
zu 4% und die Seitenfläche zu zz, wo 2? = . + y? iſt, in einem con⸗ 
ſtanten Verhältniſſe ſtehe. Die Aufgabe iſt demnach auf 40, Zuſ. 2 zurück⸗ 
geführt. Eine reguläre nzfeitige Pyramide hat alſo bei gegebener Summe 
der Seitenflächen den größten Inhalt, wenn die Höhe derſelben ſich zum 
Radius des der Grundfläche eingeſchriebenen Kreiſes verhält, wie die Dia⸗ 
gonale eines Quadrates zur Seite derſelben. Umgekehrt u. ſ. w. 


Zuſatz. Denkt man ſich eine reguläre vierſeitige Pyramide noch ein⸗ 
mal und die⸗ zweite Pyramide mit ihrer Grundfläche an die erſte gelegt, fo 
entſteht eine Doppelpyramide, Oetaeder, deren Inhalt bei gegebener Ober: 
fläche ein Maximum wird, wenn die beide Spitzen verbindende Gerade der 
doppelten Diagonale der gemeinſchaftlichen Grundfläche gleich iſt. Leicht iſt 
aber (III., 43) nachzuweiſen, daß das reguläre Octaeder jene Bedingung 
erfüllt. 


42. Auf gabe. Denjenigen Kegel zu finden, der bei gegebener Man⸗ 
telfläche den größten Inhalt und bei gegebenem Inhalte die kleinſte Man⸗ 
telfläche habe. 


Die Auflöſung beruht auf 41. 


Es hat alſo unter allen Kegeln von gleicher Mantelfläche derjenige den 
größten Inhalt, deſſen Höhe zum Radius der Grundfläche ſich verhält wie 
die Diagonale eines Quadrates zur Seite desſelben. Dasſelbe Verhältniß 
der Höhe zum Radius der Grundfläche findet Statt für den Kegel, der bei 
gegebenem Inhalte die kleinſte Mantelfläche hat. 


43. Aufgabe. In eine gegebene Kugel einen karl einzuſchreiben, 
deſſen Inhalt ein Maximum werde. 


Der Durchmeſſer der Kugel heiße d, der Radius der Grundfläche des 
Kegels z, ſeine Höhe y. Die Achſe des Kegels muß offenbar durch den 
Mittelpunkt der Kugel gehen. Es heiße das die Höhe zum Durchmeſſer 
ergänzende Stück 1. In jedem Kegel iſt das Verhältniß des Inhaltes zu 
% ein conſtantes, der Inhalt wird alſo zugleich mit 7% zu einem Mari: 
mum. Es iſt aber offenbar =? = t, folglich ) = t. Da nun 


5 x von allen einer gegebenen Kugel eingeſchriebenen 


Aus 25 an 91 folgt y 25, Gs hat a0 
Kegeln derjenige den größten Inhalt, deſſen Höhe 
ſich zum Radius der Grundfläche verhält, wie die 
Diagonale eines Quadrates zur Seite desſelben. 


Zuf a tz. Unter allen Kegeln von gegebenem Inhalte hat derjenige die 
kleinſte umgeſchriebene Kugel, deſſen Höhe ſich zum Radius der Grundfläche 
wie die e eines Quadrates zur Seite desſelben verhält. 


44. unf abe. Ju eine gegebene Kugel einen Kegel einzuſchreiben, 
deſſen Mantelfläche ein Maximum wird. 


Auflöſung. d, z und y mögen die oben angegebene Bezeichnung 
haben, s bezeichne die Seite des Kegels. Da in allen Kegeln das Verhält⸗ 
niß der Mantelfläche zu zz ein conſtantes iſt, fo hangt das Maximum der 
Mantelfläche von dem Maximum von es ab. Es heiße p die vierte Pro⸗ 
portionale zu d, z und 3, ſo daß d: 4 = 2 . Das Maximum von 
zz — dp hängt alſo vom Maximum von p ab. Da : pP? d: 2° 
und 3 = dy, fo iſt & = d , alſo 2% = p*d. Das Maximum 
p wird alſo auch p?d, ſomit 2% alſo auch den Inhalt des geſuchten Kegels 
zu einem Maximum machen. Die Aufgabe iſt demnach auf 43 zurückgeführt. 
Es hat alſo auch der in der Kugel eingeſchriebene Kegel, deſſen Höhe zum 1 
Radius der Grundfläche ſich verhält wie die Diagonale eines Quadrates zur 
Seite desſelben, die größte Mantelfläche. 


Zuſatz. Unter allen Kegeln von gleicher Mantelfläche hat derjenige 
die kleinſte umgeſchriebene Kugel, bei welchem die Höhe zum Radius der 
Grundfläche ſich e wie die . eines Quadrates zur Seite 
desſelben. 


45. Aufgabe. In eine gegebene Kugel einen Cylinder einzuſchrei⸗ 
ben, deſſen Inhalt ein Maximum iſt. 
i Auflöſung. Der Radius der Grundfläche des Cylinders heiße 4, die 


Entfernung des a der Kugel von der Grundfläche heiße 9, der 
28 
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Radius der Kugel r. Die Höhe des Cylinders wird offenbar 2y fein. Der 
Inhalt des Cylinders ſteht mit 22 in einem conſtanten Verhältniſſe, er 
wird alſo zugleich mit 2 zu einem Maximum. Da * ＋ % u, fo 
wird die Aufgabe auf 9 zurückgeführt; es iſt alſo -: 72 1. Die 
Höhe des Cylinders verhält fi) alſo zum Durchmeſſer der Grundfläche, wie 
die Seite eines Quadrates zur Diagonale desſelben. Umgekehrt: Derjenige 
Cylinder, deſſen Höhe ſich zum Durchmeſſer der Grundfläche wie die Seite 
eines Quadrates zur Diagonale desſelben verhält, hat von allen Cylindern 
gleichen Inhaltes die kleinſte umgeſchriebene Kugel. Die Conſtruction iſt der 
des größten Kegels ganz analog, und eben ſo leicht wie dieſe. 


46. unter allen Körpern mit gegebener Größe der Oberfläche hat die 
Kugel den größten Inhalt und umgekehrt hat unter allen Körpern mit 
gegebenem Inhalte die Kugel die kleinſte Oberfläche. 

Hinſichtlich des Beweiſes müſſen wir der Kürze wegen auf Steiner's 


Abhandlung über dieſen Gegenſtand in Crelle's Journal für reine und ange⸗ 
wandte Mathematik, 24. Band, verweiſen. 


Anhang X. 


Vermiſchte Aufgaben. 


1. Einen vierkantigen Körperwinkel mittels einer Ebene ſo zu ſchnei⸗ 
den, daß der Durchſchnitt ein Parallelogramm wird. 


Die Auflöſung iſt auf I., 6 und J., 42, Zuſatz 1 zu gründen. 


2. Eine von drei rechten Winkeln gebildete Körperecke mittels einer 
Ebene fo zu ſchneiden, daß die Durchſchnittsfigur einem gegebenen Dreiecke 
congruent wird. 


Aus dem Scheitel der Ecke fälle man auf die geſuchte Ebene ein Loth 
und unterſuche, ob das Ende desſelben nicht in einen der in Planim. II., 
50 — 53 betrachteten vier merkwürdigen Punkte des Dreieckes fällt, welches 
aus dem Durchſchnitte entſteht. ft dieſes gefunden, jo hat die Conitruction 
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der drei e h Dreiecke, welche 90 den Seiten des gegebenen 
Körperwinkels abgeſchnitten un keine Schwierigkeit. 


3. Zu beweiſen, daß jede Ebene, welche mit zweien gegenüberliegen⸗ 
den Seiten eines windſchiefen Viereckes parallel iſt, die beiden anderen Seiten 
in proportionirte Stücke theilt. Umgekehrt: jede Gerade, welche zwei gegen⸗ 
über liegende Seiten eines windſchiefen Viereckes in proportionirte Stücke 
theilt, liegt in einer mit den beiden anderen Seiten parallelen Ebene. 


Der Beweis iſt an III., 17 zu knüpfen und leicht. 


4. Ein windſchiefes Viereck iſt gegeben und eine Gerade, welche zwei 
Gegenſeiten desſelben in proportionirte Stücke theilt; man ſoll eine zweite 
Gerade ziehen, welche die beiden anderen Gegenſeiten in proportionirte 
Stücke theilt und dabei gegen die erſte ſenkrecht gerichtet iſt. 


Die Auflöſung iſt auf den vorigen Satz zu gründen. 


5. Einen Würfel durch eine Ebene ſo zu ſchneiden, daß der Schnitt 
ein reguläres Sechseck bildet. 


Man ſuche, in welchen Punkten die Kanten des Würfels von der 
ſchneidenden Ebene getroffen werden müſſen, damit der Schnitt ein reguläres 
Sechseck werde. Welcher Ebene wird die Ebene des Sechseckes parallel? 


6. Eine vierſeitige Pyramide 84 0D, deren Grundfläche 4800 ein 
Rechteck iſt und deren Spitze S ſenkrecht über der Mitte der Grundfläche 
liegt, mittels einer durch die Seite BC der Grundfläche gehenden Ebene 
in zwei gleich große Räume zu theilen. 


Anleitung. Der Schnitt iſt ein Trapez und Baſis einer zweiten 
Pyramide, welche der Aufgabe nach die Hälfte der ganzen gegebenen Pyra⸗ 
mide ſein muß. Unterſucht man, in welchem Verhältniſſe, dieſer Bedingung 
gemäß, jede der Seitenkanten SA und SD oder die Höhe des gleichſchenkeli— 
gen Dreieckes SAD von der Theilungsebene geſchnitten wird, ſo wird man 
auf den in Planim. V., 68 behandelten Schnitt geführt. 


7. Von einer vierſeitigen Pyramide SABCD, deren Grundfläche ein 

Trapez iſt (AB C), ſei gegeben: 1) die Seitenfläche SAD der Größe 

und Lage nach; 2) die Richtung der Parallelen AB und CD; 3) die Winkel 
der Seitenfläche SCB; die Pyramide zu couſtruiren. (Fig. 216.) 


TRETEN 


r 
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Anleitung zur Löſung: Aus 
der Spitze S fälle man auf die 
Grundfläche ABCD das Perpen⸗ 
dikel SP, dann von P auf CB 
das Perpendikel 50, nehme bier: 
auf in der Richtung CB von 0 
an ein Stück QR Os, ſo 
werden die Punkte 0 und A 
auf zweien der Lage nach gege⸗ 
benen Parallelen zu AB und 
CD liegen. Die Aufgabe iſt 
hiedurch auf die Conſtruction des 
bei O rechtwinkeligen Dreieckes POR gebracht, deſſen Ecken Q und A in 
jenen Parallelen EF und GH liegen und worin die Differenz der Quadrate 
über den Katheten PO und OR, wie ſich leicht finden wird, gleich SP? 
iſt. Die Conſtruction dieſes Dreieckes führt dann weiter auf die Löſung 
der planimetriſchen Aufgabe zurück: zwei Linien zu finden, deren Qua⸗ 
drate einen gegebenen Unterſchied haben und deren Rechteck einem gegebenen 
gleich iſt. 


Fig. 216. 


8. Ein gegebenes dreiſeitiges Prisma ſo zu ſchneiden, daß der Schnitt 
einem gegebenen Dreiecke ähnlich wird. 


Die Aufgabe kann ſofort auf die vorige zurückgeführt werden. 


Bemerkung. Faſt identiſch iſt folgende Aufgabe: ein gegebenes 
Dreieck auf eine Ebene jo zu projiciren, daß die Projection einem anderen 
gegebenen Dreiecke ähnlich wird. 


9. Den Inhalt eines von ſechs gleichen Rhomben begrenzten Paral⸗ 
lelepipedums (Rhomboeders in der Krnyſtallographie) durch die beiden 
Diagonalen dieſer Rhomben auszudrücken. 


Man unterſcheide das ſtumpf- und das ſpitzwinkelige Rhomboeder; im 
erſten ſtoßen an zweien gegenüber liegenden Ecken des Körpers drei ſtumpfe, 
im anderen drei ſpitze Winkel zuſammen. Legt man durch drei einer ſolchen 
Ecke benachbarte Ecken des Körpers eine Ebene, ſo ſchneidet ſie eine Pyra⸗ 
mide ab, deren Seitenflächen congruente gleichſchenkelige Dreiecke ſind und 
deren Baſis ein gleichſeitiges Dreieck iſt. Das Rhomboeder iſt das fache 
einer ſolchen Pyramide. Hiernach wird man finden, daß, wenn à die große, 


Be 


r nhalt des ſumpfwin⸗ 8 


Inhalt des ſpizwinteligen 


a 


2 5 1 
5 


= fi 10. © ı Inhalt eines von zwölf gleichen Rhomben begrenzten Kör- 
pers (rhomboidalen Dodekaeders) zu finden. 


2 Dieſer in der Natur als Kryſtall vorkommende Körper beſteht aus vier 
5 ſtumpfwinkeligen Rhomboedern, deren gemeinſchaftliche Ecke o der Mittelpunkt 
des Körpers iſt. Eine Anſicht desſelben gibt nachſtehende Figur. Die vier 
Rhomboeder darin find E, o, 0G und Fig. 217. 
oP; die punktirten Kanten 0A, H, oA 
und oM liegen im Innern des Körpers; 
jede derſelben macht gleiche Winkel mit 
den drei an ſie ſtoßenden Kanten. Unter⸗ 
ſucht man zuerſt, welches Verhältniß die 
beiden Diagonalen der den Körper begren- 
zenden Rhomben haben müſſen, ſo findet 
man dieſes Verhältniß = / 2: 1. Be 
zeichnet man die Rhomboederkante mit a, 


ſo ergibt ſich aus (9) der Inhalt eines der vier Rhomboeder -5 Va; 
alſo iſt der Inhalt des ganzen Körpers = . 3. a8. 
1. Zuſatz. Die Ecken A, E, K, F, M, 6, V und P der dreiflächigen 


Körperwinkel bilden die Ecken eines Würfels; die Ecken B, C, D, L, N und 
I der vierflächigen Körperwinkel bilden die Ecken eines regulären Octaeders. 


R 


2. Zuſatz. Auf welche Weiſe kann das Rhomben⸗Dodekaeder aus dem 
Würfel abgeleitet werden, und wie groß iſt der Inhalt desſelben im Vergleich 
zu dem Würfel? 


11. Höhe und Grundfläche einer Kugelkappe (ſphäriſchen Calotte) 
anzugeben, die 5 Mr 


* 


a) zu dieſer ihrer Grundfläche, * 1 
b) zum Mantel des eingeſchriebenen Kegels von gleicher Höhe, 15 
N e) zum Mautel des umgeſchriebenen Kegels, 8 
d) zum Mautel des umgeſchriebenen abgekürzten Kegels ſammt deſſen, Br: 
die Kugel berührenden, Grundfläche | 
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ein gegebenes Verhältniß men hat. Der Radius der Kugel iſt dabei 
gegeben. 


Man ſuche überall zunächſt die Höhe der Calotte, hierauf den Radius 
ihrer Grundfläche durch Anwendung der betreffenden Sätze in Cap. IV., 5 
Abſchn. 2 und 3. e 


12, Ein Kugelſegment zu finden und zu conſtruiren, 
a) welches an cubiſchem Inhalte dem Kegel über derſelben Baſis gleich 
iſt, deſſen Spitze im Centrum der Kugel liegt, 
p) deſſen begrenzende Calotte dem Mantel des eben genannten Kegels 
gleich iſt. g 
Die Analyſe beider Aufgaben führt dahin, daß die Grundebene des 
Kugelſegmentes den auf ihr ſenkrechten Radius bei der erſten (a) nach 
dem goldenen Schnitte, bei der zweiten (6) im Verhältniß 2: 3 theilen 
müſſe. 


13. Zu beweiſen, daß der Unterſchied zwiſchen einem Kugelſegmente 
und dem ihm umgeſchriebenen abgekürzten Kegel ſo groß iſt, wie ein Kegel 
von gleicher Höhe mit beiden, deſſen Baſis diejenige des abgekürzten iſt, 
welche die Kugel berührt. 


Anwendung der Sätze VI., 3 und 10. 


14. In einem geraden Kegel, deſſen Seitenlänge gleich a und Radius 
der Grundfläche gleich r gegeben find, ſei eine Kugel eingeſchrieben, welche 
ſowohl die Grundfläche des Kegels als deſſen Mantel, letzteren in einem 
kleinen ihrer Kreiſe, berührt. Man ſoll Inhalt und Oberfläche dieſer Kugel, 
fo wie die Größe des Berührungskreiſes durch a und „ ausdrücken, auch die 
Größe der Segmente, in welche dieſer die Kugel und ihre Oberfläche theilt. 


Der Radius der Kugel iſt = r y: er 7 der des Berührungs— 


kreiſes = s (a — ). In welchem Verhältniſſe müſſen a und r zu 


| einander ſtehen, wenn Kegel und Kugel oder wenn ihre Oberflächen ein 
| gegebenes Verhältniß haben follen? 


15. Den Inhalt einer biconvexen Linſe zu berechnen, wenn die Dicke 
derſelben und die Radien der beiden Kugeln gegeben ſind, zu welchen ihre 
ſphäriſchen Seitenflächen gehören. 


ccc ee 


A 


et Gars EN Ze * EL. 


jet 3 en — 7. 5 Iſt die 90 7 8 4 = b, b fo redu⸗ 


b eirt ſich V auf zue? (a — ze). 


| 16. Eine Kegelfläche berührt zwei ganz außer einander liegende 
Kugeln von gegebenen Radien. Welchen Inhalt hat der zwiſchen der 
Kegelfläche und den beiden Kugeln enthaltene Raum? 


Man beſtimme zuerſt den zwiſchen den Ebenen der Berührungskreiſe 
liegenden abgeſtumpften Kegel und ziehe die darin liegenden Kugelſegmente 
von ihm ab. Bezeichnet man die Radien der beiden Kugeln mit a und b, 
den kürzeſten Abſtand zwiſchen dieſen Kugeln mit n, ſo iſt der Abſtand der 
Mittelpunkte = a + b + n, und das geſuchte Volumen zwiſchen der Kegel: 
fläche und den Kugeln s 


u [(H ＋ ) n + 2ab]* — abn? 


— —— — nn — 


| a+b+n 
Berühren iR die Kugeln, fo reducirt der Ausdruck ſich auf: 
47¹ 4202 
bu b 


17. Von einer gegebenen Kugel ein Segment abzuſchneiden, welches: 


a) zu dem entſprechenden Kugelſector (VI., 7), 
b) zu dem größten eingeschriebenen Kegel auf derſelben Baſis, 
c) zu dem umgeſchriebenen Kegel, deſſen Mantel alſo die Kugel berührt, 
d) zu dem Kegel auf derſelben Baſis, deſſen Spitze im Mittelpunkte 
der Kugel liegt, 
e) zu einem Cylinder von derſelben Grundfläche und Höhe, 
f) zu einem umgeſchriebenen abgekürzten Kegel 
ein gegebenes Verhältniß mn hat. 
Bezeichnet r die Höhe des Segmentes, r den Radius der Kugel, ſo iſt 
m 


er a 


b) (m — n) S = (2m — 3n) r. 


er a a 
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an — Am Pr j 
REES . 0. 
c) Sr Arz + i 8 


2 2 
d) =? — ärz + * 2 0. 


e) (am — m) 2 = 3 (2m — ) r. 
f) * — hræ ＋ * — I 12 2 0. 
n — m 
18. In eine gegebene Kugel einen Cylinder oder einen Kegel einzu- 
ſchreiben, welcher 
a) zu dem an der Grundfläche liegenden Kugelſegmente, 
b) zu dem den Mantel umgebenden ringförmigen Theile der Kugel 
in einem gegebenen Verhältniſſe m : » ſteht. 


Bezeichnet 2 den Abſtand der Grundfläche des Körpers vom Mittel⸗ 
punkte der Kugel, r den Halbmeſſer der letzteren, fo iſt: Ei 
ad a) für den Cylinder 2? + rer — 60 
„„ Kegel (mn n) 2° ＋ n + An) re = n — n) r? 
ad b) „ „ Cylinder (m + 3n) =? = 3nr? 
„ „ Kegel nme = (n — mr. 


7 2 


19. Zu beweiſen, daß der durch Umdrehung eines beliebigen Dreieckes 
um eine in ſeiner Ebene, aber außer ihm liegende, Achſe beſchriebene 
Körper einem Prisma über jenem Dreiecke gleich iſt, deſſen Höhe der vom 
Schwerpunkte des Dreieckes (Durchſchnittspunkte der Mittellinien, (Plan. 
II., 53) beſchriebenen Peripherie an Länge gleichkommt. 


Der Satz ſpricht einen beſonderen Fall des unter dem Namen „Gul⸗ 
din ſche Regel“ bekannten allgemeinen Satzes der Statik aus. Zum 
Beweiſe fälle man aus den drei Spitzen des Dreieckes Perpendikel auf die 
Achſe, wodurch drei Trapeze entſtehen, welche bei der Umdrehung abgekürzte 
Kegel beſchreiben. Die Anwendung von VI., 3 auf dieſe Kegel und gehörige 
Rückſicht auf die in Plan. VIII., 62 ausgeſprochene Eigenſchaft des Schwer⸗ 
punktes führt alsbald zur Ausſage des Satzes. 


20. Ein gegebenes Dreieck durch eine mit ſeiner Grundlinie parallele 
Gerade ſo zu theilen, daß die bei der Umdrehung des Dreieckes um ſeine 
Grundlinie von den beiden Theilen desſelben beſchriebenen ringförmigen 
Körper gleich groß werden. 


„„ 


3 
a, W 


21. Ein geachenes 2 Dreieck ABC a: eine aus der Ge A gezogene 


Zransverfale AD fo zu fehneiden, daß die durch die Theile ABD und ACD 


des Dreieckes bei Umdrehung des Ganzen um eine gegebene Achſe beſchrie⸗ 
benen zwei ringförmigen Körper einander gleich groß werden. 


Zur Auflöſung iſt (19) anzuwenden. Bezeichnen a, b und e die Abſtände 
der drei Gden des Dreiedes von der Achſe, d = } (a +5 o den Ab⸗ 
ſtand ſeines Schwerpunktes von derſelben Achſe (Plan. VIII., 62), 7 die 
Hälfte der zu theilenden Seite BC, jo daß BC — 21, endlich p eine vierte 
Proportionale zu b c, und 3a iſt, fo ift 


5D Y irh, De =I -p i . 


22. In einen gegebenen geraden Kegel einen ſeukrechten Cylinder ein- 
zuſchreiben, 
1) deſſen cubiſcher Inhalt, oder: 
2) deſſen Mantel, oder: 
3) deſſen Mantel ſammt einer Grundfläche, 
4) deſſen ganze Oberfläche 3 
ein Maximum iſt. a 


Bezeichnet die Achſe des Kegels, r den Radius feiner Grundfläche, 
z die Höhe eines eingeſchriebenen Cylinders, y den Ueberſchuß von a über z, 
ſo daß 1 ) = a, fo iſt der Radius der Grundfläche des Cylinders 


4 2 
= — mithin: 


2 4 
I) der Inhalt = = -y?r; er wird (Anhang IX., 3) am größten, 


wenn z = #y, aloz = za, y = za il; 


2) der Mantel = zu zy; er iſt am größten, wenn z = y = la; 


3) der Mantel ſammt einer Grundfläche = 75 Bar + y) Y 


(2a? — 2% ＋ ry) y. Str = oder — 2a, fo findet kein 
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Maximum Statt. Iſt r 2a, jo it die Summe von Mantel und 
Grundfläche dem Producte 24. — (2a — r) y] y oder auch dem 


Producte 2 9 1 proportional, wird alſo ein Maximum, 
5 
a? a a E DR 
ya = — . oll für dieſe 
wenn = 7 . z . S f j 


Werthe der Cylinder ein im Kegel eingeſchriebener ſein, ſo iſt es 
nothwendig, daß r a iſt; 


4) die ganze Oberfläche iſt = = [a? — (a — r) y] y; ein Maxi⸗ 
mum findet nur Statt, wenn » << 4 für dieſes iſt 7 = 
a? ala — 2) z } A 
ng nn der Cylinder dem Kegel 
be e : A 


— 


eingeſchrieben fein, jo muß r << 3 ſein. 


23. Hülfsaufgabe. Die Bedingung zu finden, unter welcher ein 
rechtwinkeliges Parallelepipedum, wovon zwei der Seitenflächen einen 
gegebenen Umfang haben, dem Inhalte nach ein Maximum iſt. 


Die Höhe des größten Parallelepipedums unter allen denjenigen, deren 
Seitenflächen denſelben Umfang haben, ſei z, die Seiten ſeiner Grundfläche 
ſeien y und 8. Damit das dem Inhalte proportionale Product s ein 
Maximum ſei unter allen, für welche die Summen ＋ J und 1 ＋ 2 
dieſelbe Größe haben, muß für jedes noch jo kleine d 

ap ( = d) „% F d) ( d) 
ſein. Durch Entwickelung des letzteren Productes ergibt ſich, daß für jedes d 
4% a ( ＋ 4 — 9%) d 0 ＋ 2 4 ar = a’ 

jein müſſe. Dieſes kann aber nur Statt finden, wenn zy + 22 = ys 
iſt; und wirklich: wenn ä 

* ＋ = y, ſo iſt J ＋ x m und alſo: 

% c -— „ TL — A= d) de 

Der Inhalt des Parallelepipedums, deſſen Seitenflächen einen gegebenen 
Umfang haben, wird daher am größten, wenn die Summe zweier anſtoßenden 
Seitenflächen (oben zy + x2) der Grundfläche (/) gleich it. 

Zuſatz. Iſt x . = d, 4 ＋ 3 = b, fo iſt für das größte Paral⸗ 
lelepiped x =( +b- Var ö 40, %) 1 (20 b Va ö ab), 
= 4(2b— a+ Vas ab); der größte Inhalt 

2% = ar la +b) (20 — a) (2a — D abe. 


der Inh 0 ſelbe wird nach der vorigen Nr. 
gut n wenn z % = 58. Vertauſcht man a und der vorigen 
8 jr erhält man lan für bie Höhe 1 des größten Cylinders 


5 8 ö en bis Werthes it ſehr einfach. Iſt nämlich AB ein 
Diurchmeſſer der Grundfläche des Segmentes, 0 deſſen Mitte, ſo ziehe man 
den Kugelradius CB, verlängere denſelben über das Centrum C hinaus um 
c = CB und beſchreibe in der Ebene ABC über GB einen Halbkreis. 
Derſelbe ſchneidet auf dem zur Grundfläche des Segmentes ſenkrechten Radius | 
co die Höhe OM des verlangten Cylinders ab. Den Beweis dazu wird 


der Leſer leicht ſelbſt finden. 
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